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”{†>žd›>™d¢#�r†M” � š Ž'›>•„ˆ …‡¢–ˆ‰ƒ{ƒfœ œ,•‚”{†MŠ"�„…‡²{†[•’…‡²{†>™-•„ˆf†S”{†>žd›M™˜¢#�r†M” � š�Ž|ˆ$Ž’…d•„œ,¢–ž˜…d¢–›�œ,•¦”f†MŠ�� ­!ˆ

•_Ž’™˜…‡¢‹›Mƒ{Š–Ž|™$� 1-†[ž˜…dƒ{”fš,…‡²{†h›M™˜¢‹…‡†>™d¢‹•„ˆ�…d²_Ž’…-°„•}•„†M™˜ˆ{ž5…‡²f†S›³²{•„¢‹›M†,�{Ž’…-†xŽ|›³²$œ�Ž’…d†M™d¢–Ž|Š_•r•„¢–ˆ …M�‰•�4

…d²{†sœ�•‚”{†MŠ9F ”{¢‹žd›M™˜†>…d†#•|™w›>•„ˆ …‡¢‹ˆ‚ƒf•„ƒ{ž

I

�

­!ˆ …‡²{†$›³²_Ž’•f…‡†>™&�+�31-†�ž˜…‡ƒf”fš …‡²f†�ˆ‰ƒ{œ�†>™d¢‹›xŽ|Š-²{•„œ,•„°„†Mˆf¢#6xŽ¹…‡¢–•|ˆQ•�4wžd•|œ�†$•r•„Š‹š‚›>™˜š‚ž˜…‡Ž|Š

œ,•¦”f†MŠ–ž!�f…‡²{Ž’…�”{†Mž˜›M™˜¢#�r†#œ�Ž’…˜…‡†M™�Ž¹…�…‡²{†sœ,¢–›M™˜•„œ,†>…‡™˜¢–›hžd›xŽ’Š–†��
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¡

™dŸ>žd†Mˆ …‡Ž’…‡¢‹•„ˆCž˜ƒ{›M›>¢–ˆ{›&…‡†#”{†sŠ Ž4”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†#œ,•„Š‹ŸM›MƒfŠ Ž|¢‹™d† � � � � � � ��� � � �

•�� •�� • ¬�†>ž�œ�•‚”{¿MŠ‹†Mž�•{² š‚žd¢��‰ƒ{†Mžh†>…wŠ–†>ž�•��‚—˜†M›&…‡¢ 4 ž � � � � � � � � � � ��� � �  

•��‹•��‹•�� • ¨5Ž|Š–›>ƒ{ŠT”{†sŠ Ž ”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†=”
� ƒfˆCžjš¦žj…‡¿>œ�†�� � � � � ��� � �I•}‘

•��‹•��‹•�� • ¨5Ž|Š–›>ƒ{ŠT”{†sœ,• š|†Mˆ{ˆf†Mžh…d²{†M™˜œ�•‚”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†>ž � � � ��� � �I• •

•�� •�� • ­!ˆ‰…dŸM°„™dŽ’…‡¢‹•„ˆ�†Mˆ�…‡†>œ�•{ž�”
� ƒ{ˆKž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†�©hŽ|œ,¢–Š‹…d•„ˆ{¢‹†Mˆ � � � � ��� � �I•��

•��‹•�� •+� • ¥SŠ–°|•„™d¢ …‡²{œ,†Mž-ž˜š‚œ�•fŠ–†M›&…‡¢��‚ƒf†MžB��� � � � � � � � � � ��� � �I•��

•��‹•�� •+� • £~•’Ž|Š‹ƒ_Ž’…d¢–•„ˆ$”{†>ž 4 •„™d›>†Mž8%,Š‹•„ˆ{°„ƒf†[•t•|™˜…‡Ÿ>† � � � � � ��� � � •¦•

•��‹•�� •+� Œ

¡

™˜ŸMž˜†Mˆ{›>†�”{†s•{Š‹ƒ{žd¢‹†Mƒ{™˜ž�ŸM›³²{†>Š–Š–†>ž�”{†=…‡†Mœ,•{ž�� � � � ��� � � •„•

•�� •�� Œ ¨5Ž|Š–›>ƒ{Š
”f†4œ�•}š|†Mˆ{ˆ{†>ž=”
� †Mˆ{ž˜†Mœ��{Š‹†� TŽ’ˆ_Ž|Š‹š‚ž˜†�ˆ‰ƒ{œ,ŸM™d¢��‰ƒ{†4”_Ž|ˆfž[ƒ{ˆ

›xŽ|”{™˜†sžd¢–œ,•{Š‹†�� � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � •|Œ

•��‹•�� Œ0� • ¬EŽ œ,Ÿ>…d²{•¦”f†=ž˜…³Ž’ˆ{”_Ž|™˜”�� � � ��� � � � � � � � � � ��� � � •’“

•��‹•�� Œ0� • ¥�›M›MŸ>Š–Ÿ>™‡Ž’…d¢–•„ˆ�”{†sŠ Ž4›>•„ˆ •„†>™d°„†>ˆ{›M† � � � � � � � � ��� � � •!�

•��‹•�� Œ0� Œ ¬ � ² š‚•t•|…d²{¿Mž˜†'”f†#›>•„œ,•{Š–¿&…‡†=¢–ˆ …dŸM°„™dŽ��{¢–Š‹¢‹…dŸ�� � � � � ��� � � •! 

•�� •�� “ ¬�†�›xŽ|ž#”{†�ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†Mž4†3¸f•fŠ–•„™dŽ|ˆ …�•{Š‹ƒ{žd¢‹†Mƒ{™˜žL�_Ž’ždžd¢‹ˆ{ž#”
� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†�•t•¹«

…‡†Mˆ …d¢–†MŠ‹Š–† � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � •! 

•�� •��#" £¤¸‚…d†Mˆ{ž˜¢–•„ˆ %�”'� Ž|ƒ¦…‡™d†>ž5†Mˆfžd†MœL�{Š–†>ž5…‡²{†>™dœ,•¦”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†MžS ‚Š–†h›xŽ|žA”{†

Š�� †Mˆ{ž˜†Mœ��{Š‹†s§8?(* � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �pŒ •

•��‹•��$"+� • ¬ � Ž|•{•f™d•‚›³²{†&%0ž˜š‚žj…‡¿Mœ,†MžwŸ>…d†Mˆ{”fƒ{ž(' � � � � � � � � ��� � �pŒ„Œ

•��‹•��$"+� • ¬�†>žwŽ|•{•{™˜•¦›³²{†>žh•f™d•��_Ž,�{¢–Š‹¢–ž˜…d†Mž � � � � � � � � � � ��� � �pŒ)"

•�� •�� � ¥SƒK”{†MŠ#%�”f†#Š–Ž4”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†sœ,•„Š–Ÿ>›Mƒ{Š–Ž|¢–™˜† � � � � � � � � � � ��� � �pŒ �

•�� •

±

Ÿ&…‡²{•‚”{†Mžwœ4ƒ{Š …‡¢ «!ŸM›³²f†MŠ–Š‹†Mž-•t•„ƒf™wŠ–Ž4žd¢‹œ4ƒ{Š Ž¹…‡¢–•|ˆ�”{†Mž�œ�Ž’…‡Ÿ>™d¢–Ž|ƒ¦¸ � � � ��� � �pŒ* 

•�� •+� • ¨A•„ƒ{•{Š–Ž|°„†[”{†=œ,•‚”{¿MŠ‹†Mž5Ž¹…‡•„œ,¢–žj…‡¢#�‰ƒ{†>ž5Žx•„†>›s”{†Mž�œ,•¦”f¿MŠ–†>žA”{†=›>•„ˆ …‡¢ «

ˆ‚ƒfƒ{œ � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �pŒ* 

•�� • �‹•�� • ¬�†s›MŽ|ž�ž˜…³Ž¹…‡¢#�‰ƒ{† %4…‡†>œ�•rŸM™dŽ’…‡ƒf™d†=ˆ‰ƒ{Š–Š‹† � � � � � � ��� � � “{•

•�� • �‹•�� •

µ

ˆ{†cœ�Ÿ&…‡²{•‚”{†@%�…‡†Mœ,•rŸM™‡Ž¹…‡ƒ{™˜†cˆf•„ˆ'ˆ‰ƒ{Š‹Š–†,�x”_Ž|ˆ{žEƒ{ˆ'›xŽ|”{™˜†

”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{† � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � “) 

•�� • �‹•�� Œ ¨A•„ƒ{•{Š–Ž|°„† 4 •„ˆ{”fŸ#ž˜ƒ{™�Š Ž4”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†'©hŽ|œ,¢–Š‹…d•„ˆ{¢‹†Mˆ{ˆ{† � �+"¦•

•�� •+� • ©h•„œ,•„°„Ÿ>ˆ{ŸM¢‹ž‡Ž’…d¢–•„ˆ$”{†sœ�Ž’…‡Ÿ>™d¢–Ž|ƒ¦¸ •t•„Š š‚›M™d¢‹ž˜…‡Ž|Š–Š‹¢–ˆ{ž � � � � � ��� � �+"’“

•�� Œ

¡

†>™dž˜•t†>›>…‡¢ •„†>ž � � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �+" �
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•+� • ­!ˆ …‡™˜•¦”{ƒf›>…‡¢‹•„ˆ>� � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � �„Œ

•+� •

±

Ž|¢‹ˆ�žd†>…˜…‡¢‹ˆ{°,Ž|ˆ{”K™d†Mž˜ƒ{Š‹…-� ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � �)"

•+� Œ §hƒfœ�†>™d¢–›MŽ|ŠT†3¸{Ž’œ�•{Š‹†Mž � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � ���

•+� Œ0� • ¨A•„Š–Š‹†M›>…d¢–•„ˆ$•,46²_Ž’™dœ,•„ˆ{¢–›S•„žd›>¢–Š–Š–Ž’…‡•|™dž � ��� � � � � � � � � � ��� � � �|‘

•+� Œ0� • *�²{†

¼

†>•{Š–†>™�•{™d•��fŠ–†Mœ � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � �|‘

•+� Œ0� Œ

¡

Ž|™j…‡¢–›>Š–†>ž�¢–ˆKŽ4…‡™dƒfˆ{›xŽ’…d†M” ¬�†>ˆ{ˆ_Ž|™˜”¦«

�

•|ˆ{†Mž�•r•|…‡†>ˆ‰…d¢ Ž|Š � � � � ��� � � �|Œ

•+� Œ0� “ ¥SŠ#N¹Ž|ˆf†=›³²_Ž|¢–ˆfžG� � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � �*"

•+� Œ0�#"

´

ˆf†#•{Ž|™˜…d¢–›MŠ‹†[¢–ˆKŽ ”{•„ƒ0�{Š–†B1-†MŠ–ŠX•t•|…d†Mˆ …‡¢–Ž|Š � � � � � � � � � ��� � � � �

•+� “ *�²{†#›xŽ|ž˜†s•�46žjš‚ž˜…‡†>œ�ž 1�¢‹…d²�œ4ƒ{Š‹…d¢–•{Š‹†Sœ,†>…‡Ž|ž˜…‡Ž��{Š–†=žj…³Ž’…d†Mž � � � � � � ��� � � �
�

•+� “/� •

´

ˆf†#•{Ž|™˜…d¢–›MŠ‹†[¢–ˆKŽ ”{•„ƒ0�{Š–†B1-†MŠ–ŠX•t•|…d†Mˆ …‡¢–Ž|Š � � � � � � � � � ��� � � �
�

•+� “/� • ¥SŠ#N¹Ž|ˆf†=›³²_Ž|¢–ˆfžG� � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �  „‘

•+�#" ¨A•„ˆ{›>Š–ƒ{ž˜¢–•„ˆfž � � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �   •

•+� � ¥S•f•t†>ˆ{”{¢ ¸ � � � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �  |“

•+� �0� • ¥Sždž˜ƒ{œ,•f…‡¢‹•„ˆ{ž�•„ˆ$…‡²{†#©hŽ|œ�¢‹Š‹…d•„ˆ{¢ Ž’ˆJ4 ƒ{ˆ{›&…‡¢‹•„ˆ

H
 �� � � � � ��� � �  |“

•+� �0� •

¾

¢–•„•f²_Ž|ˆ …‡¢‹ˆ{†sŽ|ždž˜ƒ{œ,•f…‡¢‹•„ˆ   � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �  )"
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Œ0� • ­!ˆ …‡™˜•¦”{ƒf›>…‡¢‹•„ˆ>� � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �  ��

Œ0� • *�²{†#›M•„œ,•{Š‹†>…‡†[Ž|ˆ_Ž|Š š¦ž˜¢–ž�•�4E…‡²f†

d
«·”{¢–œ,†Mˆfžd¢–•|ˆ_Ž|Šr²_Ž|™dœ,•„ˆ{¢‹›[•„ž˜›M¢–Š‹Š Ž’…d•„™ ��� � ��� •

Œ0� Œ ¥S•f•{™d•x¸¦¢–œ�Ž’…‡¢‹•„ˆ$•�4E…‡²{†#Žx•„†>™‡Ž|°|†,  *�²f†#›>•„ˆ …‡¢‹ˆ‚ƒf•„ƒ{ž�›xŽ|ž˜† � � � � � � ��� � ��� �

Œ0� “ €¦†>œ�¢ «!”{¢‹žd›M™˜†>…d†sŽ}•|†M™dŽ|°„†Mž � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l•}‘„‘

Œ0�#" º_ƒ{Š–Š š ”f¢–žd›>™d†&…‡†#Žx•„†M™dŽ|°„†>ž � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l•}‘ •

Œ0� �

®

†Mœ�Ž|™DN‰ž�•„ˆ$…‡²{†s¢‹œ�•{Š‹†Mœ,†Mˆ …³Ž¹…‡¢–•|ˆ�Ž|ˆ{”Kˆ‰ƒ{œ,†M™d¢‹›xŽ|ŠX†&¸¦•t†>™d¢‹œ�†>ˆ‰…dž � ��� � �l•}‘„Œ

Œ0� � ¥S•f•t†>ˆ{”{¢ ¸� _žd•„œ,†[…‡†>›³²{ˆ{¢–›MŽ|Š�™d†>ždƒ{Š …‡ž � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l•}‘)"
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“/� • ­!ˆ …‡™˜•¦”{ƒf›>…‡¢‹•„ˆ>� � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l•„•}Œ

“/� • ¥�œ�†&…‡²{•‚”$…‡•�°„†>ˆ{†M™dŽ’…‡†sœ,†xŽ|ž˜ƒ{™d†s¢–ˆ •’Ž|™˜¢ Ž|ˆ …�Ž|Š‹°„•„™˜¢‹…‡²fœ�ž � � � � � � ��� � �l•„•�"

“/� Œ ¥�žd¢‹œ�•{Š‹†=Ž|•{•fŠ–¢–›MŽ’…‡¢‹•„ˆ � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l•„•��

“/� “ ¯=†Mˆ{†>™‡Ž|Š‹¢#6M†>”C¯#Ž|ƒfždžd¢–Ž|ˆ

±

•„œ,†Mˆ … *�²{†>™dœ,•„ž˜…‡Ž’…d…d¢–ˆ{° � � � � � � � � � ��� � �l•„•  

“/� “/� • §h•„™˜œ Ž|ŠC4 •„™dœ 4 •„™5…‡²{†'¯#¯

±

* ”fš‚ˆ_Ž’œ�¢‹›Mž � � � � � � � � � ��� � �l•„•  

“/� “/� • §hƒ{œ,†M™˜¢–›xŽ’ŠT™d†>ždƒ{Š …‡žK��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l• •¦•

“/�#" ¥S•f•t†>ˆ{”{¢ ¸ � � � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �l• • �

“/�#"+� • §h•„ž˜Ÿ&«0©w•¦•}•|†M™w›³²_Ž|¢–ˆfž 4 •„™�§8?(*8Ž|ˆ{”K§

¡

*a†>ˆ{žd†>œ��{Š‹†Mž � � � ��� � �l• • �

“/�#"+� • ¯'¯

±

* ”¦š¦ˆ{Ž|œ�¢‹›Mž!� ¨5Ž|žd†
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”{†h›M†&…d…‡†�…‡²f¿Mžd†,�¦†&…A”f†hŠ‹†wž˜¢‹…dƒ{†M™c”_Ž|ˆ{žcžd•|ˆ ›M•|ˆ‰…d†&¸‚…‡†h°„ŸMˆfŸM™‡Ž’Š��‰¬�†Mž-™dŸMž˜ƒ{Š‹…‡Ž’…‡žl•„™˜¢–°„¢‹ˆ_Ž|ƒ¦¸4žd•„ˆ …

•{™˜ŸMž˜†Mˆ …‡Ÿ>ž�”_Ž|ˆ{ž-Š–†Mž-žd†>›>…‡¢‹•„ˆ{žw•�� •�� Œ+�r•��‹•�� “�†&…5”_Ž’ˆ{žAŠ–Ž�<_ˆ ”{†SŠ–Ž#ž˜†M›>…d¢–•„ˆC•�� •��$" �‹•h•t•„ƒf™-›>†(�‰ƒ{¢

›>•„ˆ{›M†>™dˆ{†�Š–†=…‡™dŽ}•’Ž|¢‹Š�™d†>Š–¢–Ÿ %,Š Ž ”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†#œ�•|Š–ŸM›>ƒ{Š Ž’¢–™d†,�{†>…h”_Ž|ˆfžhŠ–Ž,ž˜†M›>…d¢–•„ˆ •�� •+�‹•��‹•'†>…hŠ Ž

<_ˆK”{†sŠ Ž ž˜†M›>…d¢–•„ˆ •�� •+� •4•t•„ƒf™w›>†��‚ƒf¢�›M•„ˆ{›>†M™˜ˆ{†'Š‹†Mž�œ,Ÿ>…d²{•¦”f†Mž�œ4ƒ{Š …‡¢ «·ŸM›³²{†>Š–Š‹†Mž$�

¥I•{Š‹ƒ{žd¢‹†Mƒ{™˜ž4™d†>•{™d¢‹žd†Mž!�6ƒ{ˆ •{™˜•��{Š‹¿Mœ,†5�{¢‹†Mˆ ›>•„ˆ{ˆ‰ƒ ”{†�Š�� ¢–ˆf”{ƒ{ž˜…d™d¢‹† ˆ‰ƒ{›MŠ‹ŸxŽ|¢‹™d†,�
›>†MŠ–ƒf¢A”{†

Š–ŽQœ�•‚”{¢ <_›xŽ’…d¢–•„ˆv”{†Mž$•f™d•„•{™˜¢–Ÿ&…‡ŸMž œ�Ÿ>›xŽ|ˆ{¢��‰ƒ{†Mž$”{†>ž$›Mƒf•|†Mž�”{†>ž$›M†Mˆ …d™‡Ž|Š‹†Mž$ˆ‰ƒ{›MŠ‹ŸxŽ|¢‹™d†>ž$�A†>ž˜…

›>¢‹…‡Ÿ,� ¨(� †Mž˜…h†MˆK†��t†>…�ƒfˆC•{™˜•��{Š‹¿Mœ,† �‰ƒ{¢�•t†>™dœ,†>…�”
� ¢–Š‹Š–ƒ{žj…‡™˜†M™A•fŠ–ƒ{ž˜¢–†Mƒf™dž�”{†Mž�…d²{¿Mœ,†Mž�Ž��r•„™˜”{ŸMž

Ž|ƒ ›M•„ƒf™džs”{†,›M†>…˜…‡†�…‡²{¿>žd†,�
•{ƒf¢–žD�‰ƒ
� ¢–Š&4 Ž’¢‹… %$Š Ž;4 •„¢‹ž#¢‹ˆ …‡†M™j•„†>ˆ{¢–™s”{†>ž �‰ƒ{†>ž˜…‡¢‹•„ˆ{ž#™d†>Š–¢–Ÿ>†Mž %�Š Ž

”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†$œ�•„Š‹ŸM›>ƒ{Š Ž|¢‹™d†,†>… ”f†Mž)�‰ƒ{†Mžj…‡¢–•|ˆ{ž ™d†>Š–¢–Ÿ>†Mž Ž’ƒ¦¸ Ž|•f•{™d•‚›³²{†Mž�œ4ƒfŠ‹…‡¢ «!Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†Mž!�

µ

ˆ{†

Ž|ƒ¦…‡™d†,™‡Ž’¢–žd•|ˆ •r•„ƒ{™sŠ–†�œ,†Mˆ …‡¢‹•„ˆ{ˆ{†>™s†Mž˜… �{¢‹†MˆQž˜•{™#œ Ž$›M•|Š–Š Ž,�t•„™dŽ’…‡¢‹•„ˆ�Žx•„†>›�£

¾

º�� �‰ƒ{¢cœ�� Ž

•r†M™˜œ�¢‹ž�”{†s”{ŸM›>•„ƒf•‚™d¢‹™w›>†s•{™d•��fŠ–¿Mœ,†=†>…�”f†#›>•„œ,•{™d†>ˆ{”{™d†s›>†M™˜…‡Ž|¢–ˆfžw”f†#ž˜†Mžw†Mˆ¹—˜†>ƒ¦¸(:
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¾

Ž|ˆ{žS›M†>…˜…‡†4ž˜†M›&…‡¢–•|ˆ
�Xˆ{•|ƒ{ž[”{•„ˆfˆ{•„ˆ{ž[ƒfˆ{†��{™˜¿>•„† ”f†Mžd›>™d¢‹•f…‡¢‹•„ˆ ”{†�Š Ž ”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†�œ,•„Š–Ÿ3«

›>ƒ{Š Ž|¢‹™d†,�

´

ˆ ž!� ¢‹ˆ‰…dŸM™˜†Mždž˜†$”
� Ž��t•|™d” Ž’ƒ¦¸ Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†>ž4”{†Mž�ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†Mž4•{² š‚žd¢��‰ƒ{†Mž�”{Ÿ>›M™d¢ …‡ž'†>… Ž’ƒ¦¸

•{™˜•��{Š‹ŸMœ�Ž’…‡¢��‚ƒf†Mž&�‰ƒ
� •„ˆ�Ž��t•|™d”{†,� ¬�†Mž~•„ƒf…d¢–Š‹ž6œ�Ž’…‡²{Ÿ>œ Ž¹…‡¢#�‰ƒ{†>ž¤†>…lŠ‹†Mž~œ,Ÿ>…d²{•¦”f†Mž~ˆ‰ƒ{œ,ŸM™d¢��‰ƒ{†Mž

ž˜•„ˆ …�†Mˆ{ž˜ƒ{¢‹…d†[†&¸¦•r•„ždŸ>ž$�_Ž’¢–ˆ{ž˜¢C�‰ƒ{†[Š‹†Mž-”{¢ �,›MƒfŠ‹…‡Ÿ>žA™˜†Mˆ{›>•„ˆ …‡™dŸ>†Mž!� %�Š Ž�4 •„¢–žl…‡²{Ÿ>•„™d¢��‰ƒ{†Mž5†&…5•{™dŽ¹«

…d¢#�‰ƒ{†Mž!��¨A†&…=†&¸¦•r•„ždŸ ž˜†�•„†>ƒf…=”{•„ˆf› Žx•|Ž’ˆ‰…h…‡•„ƒ¦…[œ,Ÿ>…‡²f•¦”{•|Š–•„°„¢��‰ƒ{†��

µ

ˆ{†4•{™˜ŸMžd†>ˆ …³Ž’…d¢–•„ˆ�•{Š‹ƒ{ž

•{² š‚žd¢��‰ƒ{†[•r†Mƒf…�E>…d™d†SŠ‹ƒ{†�”_Ž|ˆ{ž

�

•+� �+�0•�� �"�‰…‡Ž|ˆ{”{¢‹ž��‰ƒ{† �t†MŽ|ƒ{›>•„ƒ{• ”f†(�‰ƒ{†Mžj…‡¢‹•„ˆ{žc”
� ¢‹œ�•fŠ–ŸMœ,†Mˆ‚«

…‡Ž’…‡¢‹•„ˆ�žd•„ˆ …w”{¢–ž˜›Mƒf…dŸM†>žh”_Ž’ˆ{ž

�
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� %*��-���
�#',+�.�
�����0/1%&�2-�#3����#',+45�����6��#&,7���8��%&�2�����"9

:<;1:=;1: >@?BADCFEHGJIBKL?BANMJOQPHASR1TQUJ?BAV?
WXK1?BAYE[ZH\�?B]�W�RL^�A

¬�Ž�”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†hœ�•„Š‹ŸM›>ƒ{Š Ž|¢‹™d†�ž$� ¢–ˆ …dŸM™d†>ždž˜†�%�”{†MžAž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†Mž�Ž’…d•„œ�¢��‰ƒ{†Mž-•„ƒ�œ,•„Š–Ÿ>›Mƒ{Š–Ž|¢–™˜†Mž$�

”{Ÿ>›M™˜¢‹…‡ž6”_Ž|ˆ{ž¤Š"� Ž’•{•{™d•x¸¦¢–œ�Ž’…d¢–•„ˆs›MŠ–Ž|ždž˜¢#�‰ƒ{†*_ �„¬�†Mž¤Ž’…‡•„œ,†MžE›M•|ˆ{ž˜…d¢‹…‡ƒ{Ž|ˆ …¤Š–†-ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†�žd•„ˆ …6”{•„ˆ{›

›>•„ˆ{žd¢‹”{ŸM™˜ŸMžK›M•„œ,œ,† ”{†MžK•_Ž|™j…‡¢‹›Mƒ{Š‹†Mž�•r•„ˆ{›&…‡ƒ{†>Š–Š–†>ž$”{† •t•|žd¢‹…d¢–•„ˆ

qi 2 R3 †>…�”
� ¢–œ,•{ƒ{Š‹žd¢‹•„ˆ

pi 2 R3 �

i = 1; : : : ; N
�l•��

N
†>ž˜…�Š–†�ˆ{•„œL�{™d†�”
� Ž’…‡•|œ�†>ž,”fƒ ž˜š‚žj…‡¿Mœ,†��

´

ˆ ž!� ¢‹ˆ‰…dŸM™˜†Mždž˜†

ž˜ƒ{™˜…d•„ƒf…L%KŠ–Ž�”f†Mžd›>™d¢‹•f…‡¢‹•„ˆ ”f†�žjš¦žj…‡¿>œ�†>ž�†Mˆo•{²_Ž’žd†,Š–¢#�‰ƒ{¢‹”{† •„ƒožd•„Š‹¢–”{†$ �Š"� Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–† ”
� †Mž˜•_Ž|›M†

†>ž˜…�”{•„ˆf›�Š Ž ”f¢–ž˜…‡Ž|ˆ{›>†�›xŽ|™dŽ|›>…dŸM™˜¢–ž˜…d¢#�‰ƒ{†�†Mˆ …‡™˜†$”{†Mƒ¦¸ Ž’…‡•|œ�†>ž�”_Ž|ˆfž ƒ{ˆ ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†$†Mˆ •{²{Ž|žd†

›>•„ˆ{”{†>ˆ{ždŸ>†��ržd•„¢ …�”{†sŠ�� •„™d”f™d†[”{†sŠ"� ¥hˆ{°„ž˜…d™a`„œ F

10� 10 œ

I

�f¬�†#ˆf•„œ��{™˜†=”
� Ž¹…‡•„œ,†Mž�›>•„ˆ{žd¢‹”{ŸM™˜ŸMž

†>ž˜…h›M•„ƒ{™dŽ|œ,œ�†>ˆ‰…5”{†sŠ�� •„™d”{™˜†=”{†

105 �_†&…�Š–†>žwŸ!�‰ƒ{¢–•r†Mž�”{¢‹žd•r•„ž‡Ž|ˆ …w”{†>žwœ,•}š„†>ˆ{žh”f†#›MŽ|Š–›>ƒ{ŠTŠ‹†Mž

•{Š‹ƒ{ž�•r†M™ 4 •„™dœ�Ž|ˆ …‡ž'žd¢‹œ4ƒ{Š–†>ˆ …4Ž|ƒ —˜•„ƒ{™d”'� ²‰ƒ{¢-”{†Mž4žjš‚ž˜…‡¿>œ�†>ž ›M•„œ,•r•„™˜…‡Ž|ˆ …�”{† Š�� •„™d”{™˜†�”f†
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Ž|™�”{Ÿ <_ˆ{¢ …‡¢–•|ˆ
�{žd†#”{•„ˆfˆ{†M™wƒ{ˆ

��� ��� �'�
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��� � ��
��

”{ƒ žjš‚ž˜…‡¿>œ�†,� ›�� †Mž˜…Sžd†s”{•„ˆfˆ{†M™wƒ{ˆ{†

•’Ž|Š‹†Mƒ{™�•r•„ƒ{™�Š�� †Mˆfžd†MœL�{Š–†=”{†>ž�•|Ž’™d¢ Ž,�{Š–†>ž�œ�¢‹›M™d•|žd›M•|•{¢#�‰ƒ{†>ž

(q; p) = (q1; : : : ; qN ; p1; : : : ; pN ) 2 R3N � R3N :

¬9� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†#”'� ƒ{ˆ�…‡†>Š�Ÿ>…‡Ž’…w†Mž˜…

H (q; p) =
NX

i =1

p2
i

2mi
+ V(q1; q2; : : : ; qN );

Fj•�� •

I

•��$Š‹†[•{™˜†Mœ,¢–†M™c…‡†>™dœ,†[†Mžj…�Š�� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†S›M¢‹ˆ{Ÿ>…d¢#�‰ƒ{†[”fƒ$ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†5F

mi
†Mžj…�Š Ž�œ�Ž|ž˜žd†[”{†>ž�Ž’…‡•|œ�†>ž

I

†&…~Š–†cžd†>›M•„ˆ{”4…d†M™˜œ�†-žd•„ˆ4Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†-•t•’…‡†Mˆ …d¢–†MŠ‹Š–†,��*E•„ƒf…d†AŠ–Žh•{² š‚žd¢��‚ƒf†�”{ƒ4ž˜š‚žj…‡¿Mœ,†5†>ž˜…~›>•„ˆ …‡†Mˆ‰ƒ{†

”_Ž’ˆ{žSŠ"� †3¸f•f™d†Mž˜žd¢‹•„ˆ ”{†#›M†&…d…‡† 4 •„ˆ{›&…‡¢–•|ˆ

V
†Mˆ�4 •„ˆf›>…‡¢‹•„ˆK”{†Mžh•t•„ž˜¢‹…d¢–•„ˆ{ž

q
”{†>žS•_Ž’™˜…‡¢‹›Mƒ{Š‹†Mž!� ¬EŽ

4 •„ˆf›>…‡¢‹•„ˆ

H (q; p)
†Mžj…[Ž|ƒfždžd¢�Ž’•{•t†>Š–Ÿ>†'©hŽ|œ,¢–Š‹…d•„ˆ{¢‹†Mˆ ”fƒCžjš¦žj…‡¿>œ�†,�

¬9� ƒf…d¢–Š‹¢–ž‡Ž¹…‡¢–•|ˆ ”{†$Š–Ž ”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†$œ,•„Š‹ŸM›MƒfŠ Ž|¢‹™d†,†Mž˜…�œ,•|…d¢‹•„Ÿ>†�•_Ž|™�Š–†�›>•„ˆ{ž˜…‡Ž’…�ždƒf¢‹•’Ž|ˆ …� 

Š‹•„™dž2�‚ƒ'� •„ˆ�ž!� ¢‹ˆ‰…dŸM™˜†Mždž˜†L% ”{†>ž�ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†Mž %�Š"� Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†=Ž¹…‡•„œ,¢#�‰ƒ{†,�fŠ–†=œ,•‚”{¿MŠ‹† 4 •„ˆ{”{Ž|œ�†>ˆ …³Ž|ŠT†>ž˜…

Š‹†5œ�•‚”{¿>Š–† �‰ƒ_Ž|ˆ …d¢#�‰ƒ{†����‚ƒf¢{ž$� Ž|•{•{ƒf¢–†�ždƒf™~Š�� Ÿ$�‰ƒ_Ž’…d¢–•„ˆ ”{†w€‚›³²{™a`‚”{¢–ˆf°„†M™!� ¨A†M•r†Mˆf”_Ž|ˆ …M� Š–Žh…³Ž|¢‹Š–Š‹†

”{†>ž4ž˜š‚žj…‡¿Mœ,†Mž •r•„ƒ{™'Š–†>žD�‰ƒ{†MŠ‹ž�”{†>ž4›xŽ’Š–›MƒfŠ–ž#ˆ‚ƒfœ�Ÿ>™d¢#�‰ƒ{†>ž4•r†Mƒf•|†Mˆ …)E>…d™d† œ,†MˆfŸMž % Š"� Ž’¢–”{†�”{†

›>†�œ�•‚”{¿MŠ‹† †>ž˜…$…‡™˜¿Mž$•r†>…d¢‹…‡†  ��‰ƒ{†>Š#�‰ƒ{†Mž�›>†Mˆ …³Ž|¢‹ˆ{†Mž$”'� Ž’…d•„œ,†Mž�ž˜¢[•„ˆ ˆ{† ž!� ¢‹ˆ …‡ŸM™˜†Mž˜žd† �‰ƒ
� %

”{†>žS•{™˜•„•{™˜¢–Ÿ>…dŸMžwž˜…‡Ž’…‡¢��‚ƒf†Mž$� œ,•„¢–ˆfž�†Mˆ{›>•„™d†'žd¢�•„ˆ ž!� ¢‹ˆ …‡ŸM™˜†Mž˜žd†�%�Š Ž�”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†s”{ƒCž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†��

¾

Ž’ˆ{ž=›M†4”f†M™dˆf¢–†M™S›xŽ|ž!�TŠ Ž,”{ƒ{™dŸ>† ”{†4Š–Ž�…‡™dŽ —˜†M›&…‡•„¢‹™d†L�‰ƒ
� •„ˆ�•r†Mƒf…[žd¢–œ�ƒ{Š–†>™S†Mžj…=”{†4Š"� •|™d”{™˜†�”{†

Š–Ž�•f¢–›M•|žd†M›>•„ˆ{”{†,�

´

™$�X”{Ž|ˆ{ž=ƒ{ˆ�°„™dŽ|ˆ{”�ˆ{•|œ��{™d†�”{† ”{•„œ�Ž|¢–ˆf†Mž$�r•„ˆ�ž!� ¢‹ˆ‰…dŸM™˜†Mždž˜†-%�”{†Mž=žjš¦žj…‡¿>œ�†>ž#›>•„œ,•t•„™0«

…‡Ž|ˆ …�•{Š–ƒfžd¢–†>ƒ{™dž-œ�¢‹Š–Š‹¢–†M™˜ž~”
� Ž’…‡•„œ,†Mž-•„ƒ$•{Š‹ƒ{žBF …!š¦•f¢#�‰ƒ{†Mœ,†Mˆ …�•fŠ–ƒ{ž-”{†4•}‘„‘�‘„‘„‘�•r•„ƒ{™-›M†M™j…³Ž|¢‹ˆ{ž

žjš¦žj…‡¿>œ�†>ž �{¢‹•„Š–•|°„¢#�‰ƒ{†>ž

I

�r†>…[ždƒ{™s”{†>ž[…‡†Mœ,•{žsŽ|Š‹Š Ž|ˆ …l—˜ƒ{žD�‰ƒ
�7%$Š Ž œ,¢–›>™d•„ž˜†M›M•|ˆ{”{†��X­!Š¤†Mžj…s”{•„ˆ{›

ˆ{Ÿ>›M†>ždž‡Ž’¢–™d† ”f† 4 Ž|¢‹™d†#”{†Mž=Ž’•{•{™d•x¸¦¢–œ�Ž’…d¢–•„ˆ{ž�†&…[”{†'›³²_Ž|ˆ{°„†>™[”{†4œ,•‚”{¿MŠ‹†�� £~ˆ�•{Š–ƒfžh”
� ƒ{ˆ{†4Ž|•¦«

•{™˜•x¸f¢‹œ Ž¹…‡¢–•|ˆK”fŸ0—D%-4 Ž’¢‹…‡†=”{Ž|ˆ{žwŠ–†Mžwœ,•¦”{¿>Š–†>žw”f†'›³²{¢‹œ�¢‹†B�‰ƒ_Ž|ˆ …‡¢��‚ƒf†�� �‚ƒf¢E›>•„ˆ{ž˜¢–ž˜…d†L%,”{ŸM›>™d¢‹™d†

Š‹†Mžsˆ{•}š Ž|ƒ‚¸o›M•„œ,œ�† ”f†Mžs•_Ž|™j…‡¢–›>ƒ{Š–†>ž=›MŠ–Ž|ždž˜¢#�‰ƒ{†Mž#•r•„ˆ{›>…dƒ{†MŠ‹Š–†>ž$�T•„ˆoždƒf•{•t•|žd†-�‚ƒf†,Š"� † �X†&…#”{†Mž

bdcfe[g1h i�j(kmlon�p�q'r7n�stn�u2q&i�vwkyx	z*s{vwp�ey|}rLz&eyi�k•~€s.•1‚•ƒ…„†„d‡0ˆ1‰&ŠL‹BvHi�kŒg•rLs1loi(n…Ž•s}rLl•k•‘’sag•log“p(z*”�s}q	l•p�vwkŒg�–Bi�z
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hAi (T) =
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Z T
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A(q(t); p(t)) dt
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(q; p) 2
R3N � R3N Ž’”{œ�†&…

3N
¢–ˆ •’Ž|™˜¢ Ž|ˆ …‡ž!�0�‰ƒ
� •„ˆKˆ{•|…‡†

I 1(q; p); : : : ; I 3N (q; p)
�{†>…8�‰ƒ{¢T•„Ÿ>™d¢ <_†Mˆ …

8j 1; j 2; r qI j 1 � r pI j 2 = r pI j 1 � r qI j 2 :
´

ˆK•t•„ž˜†

S(q; p) =
�

(x; y) 2 R3N � R3N …$�7� �

8j 2 [1; 3N ]; I j (x; y) = I j (q; p)
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•’Ž|™˜¢ Ž��fŠ–†MžA¢–ˆ{¢ …‡¢ Ž’Š–†Mž

(q; p) 2 R3N � R3N % ”{†Mž�•’Ž|™d¢–Ž��{Š‹†Mž

(a; � ) 2 R3N � T3N ”{¢‹…d†Mž
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da(t)
d t

= 0;
d � (t)

d t
= ! (a(t)) :

¡
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I � t;j (q; p)
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�{…‡†MŠ‹Š–†>ž �‰ƒ{†

I � t;j (q; p) = I j (q; p) + O(� t r 0 );
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A
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S� t (q0; p0)
”{Ÿ!<_ˆf¢–†s•_Ž|™

S� t (q0; p0) = f (x; y)
…$�7� �

8j 2 [1; 3N ]; I � t;j (x; y) = I � t;j (q0; p0)g :
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2
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Nm

Nm � 1X

n=0

A(qn ; pn)
Nm � 1X

n=0

wk;N m
n A(qn ; pn )

E < Vb 1=T 1=Tk

E � Vb 1=T 1=Tk

E > Vb 1=
p

T 1=
p
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”
� ¢–ˆ …d†M™24 Ž’›M†��

§h•„ƒfž#ˆf•„ƒ{ž#¢–ˆ …‡Ÿ>™d†Mž˜žd•„ˆfž�”_Ž|ˆfž'›>†>…d…d†�ž˜†M›&…‡¢–•|ˆ %�Š Ž$žd†>›M•„ˆf”{† Ž’•{•{™d•‚›³²{†,� �‰ƒ{¢l›>•„ˆ{žd¢‹ž˜…d†5%

›>•„ƒ{•{Š‹†M™l”{†Mƒ‚¸,œ�•‚”{¿MŠ‹†Mž!� ¬�†Mžl”{†Mƒ‚¸,ŸM›³²{†>Š–Š–†>ž��‰ƒ{†�ˆ{•|ƒ{ž-›>•„ˆ{ž˜¢–”{Ÿ>™d•„ˆ{žl¢‹›M¢{ž˜•„ˆ …A›>†MŠ–Š‹†�”{ƒ,›M•„ˆ …‡¢ «

ˆ‰ƒ{ƒ{œ F ”f•„ˆ …4Š–†>ž'›>•„ˆ{›>†M•f…dž4žd•„ˆ …�ždƒ{•{•r•„ž˜ŸMž�E&…‡™d†�›M•„ˆfˆ‚ƒfž4”{ƒQŠ‹†M›&…‡†Mƒf™

�

•|ˆQ•r•„ƒ{™d™dŽC›>•„ˆ{ždƒfŠ «

…d†M™

�

• •*"+�M• •!�0�x•xŒ„‘0�x•}Œ � �c•t•„ƒf™4Š�� †&¸¦•r•„ždŸ�”{†Mž œ,•¦”f¿MŠ–†>ž$�E†>…

�

• •¹“/�x•x“) �A•r•„ƒ{™'”{†Mž œ,Ÿ>…d²{•¦”f†Mž

ˆ‰ƒ{œ,ŸM™˜¢#�‰ƒ{†MžKŽ|”{Ž|•f…‡Ÿ>†Mž

I

†&…�›M†>Š–Š–†�”f†�Š�� Ž’…‡•„œ,†��
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† ˆ{•„œ��f™d†Mƒfžd†Mž�Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†Mž�¢‹ˆ‰…d†M™˜œ�Ÿ>”{¢ Ž|¢‹™d†>ž
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•r†Mƒf•|†Mˆ …3E>…‡™˜†l¢–”{†>ˆ‰…d¢�<_Ÿ>†Mž!�}ˆ{•„ƒ{ž�ˆ{•|ƒ{ž�¢–ˆ …‡Ÿ>™d†Mž˜žd•„ˆfž
¢‹›M¢�%�”{†>ž�•{™d•��fŠ–¿Mœ,†Mž�•r•„ƒ{™XŠ–†Mž2�‰ƒ{†MŠ‹Š–†Mž�†>Š–Š‹†Mž

ˆ
� ¢–ˆ …d†M™˜•‚¢‹†Mˆ{ˆ{†>ˆ …'•{Ž|ž$�X§h•„ƒ{ž=ž˜ƒ{•{•r•„žd•|ˆ{ž=”{† •{Š‹ƒ{ž(�‰ƒ{†�Š–†>žS•{²fŸMˆ{•„œ,¿Mˆf†MžsŠ–•‚›xŽ|Š‹¢–ž˜ŸMžw•t†>ƒf•„†>ˆ‰…

E&…‡™d†-�{¢‹†Mˆo”{ŸM›>™d¢‹…džs•_Ž|™sƒ{ˆQœ,•‚”{¿MŠ‹†�Ž’…‡•„œ,¢–žj…‡¢��‚ƒf†4›MŠ–Ž|ždž˜¢#�‰ƒ{† …‡†>Š@�‰ƒ{†,›M†>Š–ƒ{¢~†3¸¦•t•„ž˜Ÿ�”{Ž|ˆ{ž#Š Ž

ž˜†M›>…d¢–•„ˆK•�� •��„”_Ž’ˆ{ž~Š Ž��‰ƒ{†>Š–Š‹†5Š Ž[”fš‚ˆ_Ž’œ�¢��‚ƒf†�œ�•„Š‹ŸM›>ƒ{Š Ž|¢‹™d†-Ž=Ÿ>…‡Ÿ�•{™˜ŸMž˜†Mˆ …‡Ÿ>†' „”{Ž|ˆ{žl›M†�œ,•¦”{¿>Š–†,�

Š–Žhœ�Ž’…‡¢‹¿M™d†l†>ž˜…¤”fŸM›M™˜¢‹…d†A›M•|œ�œ,†lƒ{ˆ4†Mˆfžd†MœL�{Š–†-”
� Ž¹…‡•„œ,†Mž!�’›>•„ˆ{žd¢‹”{ŸM™˜ŸMž
›M•„œ,œ�†c”{†>ž6•_Ž|™j…‡¢‹›Mƒ{Š‹†Mž

›>Š Ž|ž˜žd¢#�‰ƒ{†>žh•r•„ˆ{›&…‡ƒ{†>Š–Š‹†Mž �‰ƒ{¢�¢–ˆ …d†M™‡Ž’°„¢–ž˜žd†Mˆ …�•‚¢ Ž4”{†>žh•r•|…d†Mˆ …‡¢‹†MŠ–ž�”'� ¢‹ˆ‰…d†M™dŽ|›>…d¢–•„ˆ
�

¡

•„ƒf™6›M•|ƒ{•{Š–†>™
›>†Mž¤”f†Mƒ¦¸�œ�•‚”{¿>Š–†Mž!� •{Š–ƒ{ž˜¢–†>ƒ{™dž
œ�Ÿ&…‡²{•‚”{†Mž
•„ˆ …6Ÿ&…‡Ÿ5™˜ŸM›>†Mœ,œ�†>ˆ‰…6•{™d•|•t•„ž˜ŸM†>ž$�

¬9� ¢–”{Ÿ>†S”{† �_Ž|žd†S†Mž˜…A”{†(4 Ž|¢‹™d†�ƒ{ˆ{†S”{ŸM›>•„œ�•r•„ž˜¢‹…‡¢‹•„ˆ,”{†S”{•|œ Ž|¢‹ˆ{†�� †&…5”
� †Mœ,•{Š‹• š|†M™-ždƒ{™5›³²{Ž|›Mƒ{ˆ

”{†>ž�”{•„œ�Ž|¢‹ˆ{†Mž�ƒ{ˆvœ�•‚”{¿MŠ‹†�•{² š¦ž˜¢#�‰ƒ{† ”f¢ �tŸM™d†>ˆ …M�

¡

ƒf¢–žD�‰ƒ{†CŠ�� •„ˆ žd•„ƒ{²{Ž|¢‹…d†C›>•„ˆ{žd¢‹”{ŸM™˜†M™�”{†Mž

•{²fŸMˆ{•„œ,¿Mˆf†Mžl…‡™d¿>žlŠ–•‚›xŽ|Š‹¢–ždŸ>ž$�’Š ŽS…³Ž’¢–Š–Š‹†c…d•|…³Ž’Š–†5”{†>ž-œ�Ž’…dŸM™d¢–Ž|ƒ¦¸L�‰ƒ{¢_žd•„ˆ …cžd¢‹œ4ƒ{Š‹ŸMž¤†>ž˜…@�{¢–†>ˆ�žd•{™

…d™d¿Mž�ŸMŠ–•|¢–°„ˆ{Ÿ>†�”f†Mž4Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†Mž�œ Ž|›>™d•„ž˜›M•„•f¢#�‰ƒ{†Mž� 
Š‹†Mž'”{¢–œ,†Mˆ{ž˜¢–•„ˆfž'›MŽ|™‡Ž|›&…‡Ÿ>™d¢–žj…‡¢��‚ƒf†Mž4ž˜•„ˆ …4”{†

Š"� •„™˜”{™d†�”{†�•}‘„‘�ˆ{œ •r•„ƒ{™h”{†Mž=ž˜¢–œ4ƒfŠ Ž’…d¢–•„ˆ{žh•

¾

F ›M† �‰ƒ{¢
™d†M•f™dŸMž˜†Mˆ …‡†�ƒ{ˆ�žjš‚ž˜…‡¿>œ�† ”f†

105 %

106 Ž’…‡•„œ,†Mž

I

� †>…~Œ„‘hˆ{œ�•r•„ƒ{™6Š‹†Mž
žd¢–œ�ƒ{Š Ž’…d¢–•„ˆfž�Œ

¾

F ž˜•„¢‹…
ƒ{ˆ4žjš¦žj…‡¿>œ�†�”{†

106 %

107 Ž’…d•„œ,†Mž

I

�

µ

ˆ{†�ˆf•|…‡¢‹•„ˆ …‡™˜¿Mž$¢‹œ�•r•„™˜…‡Ž|ˆ …‡†,�-Š‹•„™dž2�‚ƒ'� •„ˆ ž˜•„ƒ{²_Ž’¢‹…‡† ›M•„ƒ{•fŠ–†M™ ”{†Mƒ¦¸ œ�•‚”{¿MŠ‹†Mž!�-†>ž˜…�”{†

ž!� Ž|ž˜ždƒ{™˜†M™�”{†=Š‹†Mƒ{™ �
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�

�

�

¾

Ž|ˆ{ž�Š‹†[›xŽ|ž�•f™dŸMž˜†Mˆ …M�_›>†MŠ–Ž4žd¢–°|ˆ{¢�<_† �‰ƒ{†sžd¢TŠ–Ž�”{Ÿ!4 •|™dœ�Ž’…‡¢‹•„ˆ

”{ƒ$™˜ŸMž˜†xŽ|ƒ�Ž’…d•„œ,¢#�‰ƒ{†w†Mž˜…5”{•„ˆ{ˆ{Ÿ>†[†>…A™dŸ>°„ƒ{Š–¢‹¿M™˜†�F †>… �‰ƒ{†[”f•„ˆ{›SŠ‹†Sœ,•¦”f¿MŠ–†w”{†hœ�Ÿ>›xŽ|ˆ{¢��‰ƒ{†S”{ƒ

›>•„ˆ …‡¢–ˆ‰ƒ{ƒfœ †>ž˜…c•’Ž|Š Ž��fŠ–†

I

�|Š"� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†�”{ƒ�ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†h›MŽ|Š–›>ƒ{Š–Ÿ>†w•{Ž|™lŠ–†�œ�•‚”{¿>Š–†�Ž’…d•„œ�¢‹ž˜…d¢#�‰ƒ{†�”{•„¢ …

E&…‡™d†#Š Ž œ-EMœ,†B�‰ƒ{†'›>†MŠ‹Š–†=›xŽ’Š–›MƒfŠ–ŸM†=•{Ž|™�Š–†=œ,•¦”{¿>Š–†=”{†sœ,ŸM›MŽ|ˆ{¢#�‰ƒ{†JF %,ƒ{ˆf†#†>™d™˜†Mƒ{™w›M•„ˆ …d™��„Š‹ŸM†

•_Ž’™'Š–Ž�œ�Ž|¢‹Š–Š–†�Ž’…‡•|œ�¢��‚ƒf† •{™d¿>ž

I

�

¾

†,œ-EMœ,†��Tž˜¢cŠ–Ž$”{Ÿ!4 •„™˜œ Ž¹…‡¢–•|ˆ�ˆ
� †>ž˜…�•{Š–ƒ{žs”{•|ˆ{ˆ{ŸM†,��œ Ž|¢‹ž

�‰ƒ
� •„ˆ ›³²f†M™d›³²f† %oŠ–Ž�›xŽ|Š‹›Mƒ{Š‹†M™$�~•{Ž|™�†&¸¦†Mœ,•{Š–†�†>ˆ ›M•|ˆ{žd¢‹”{ŸM™dŽ|ˆ … ƒ{ˆ •{™˜•��{Š–¿>œ�†�”
� Ÿ$�‰ƒ{¢‹Š–¢��{™d†,�

Ž|Š‹•„™dž�Š‹†Mž�Ÿ!�‚ƒ{Ž’…‡¢‹•„ˆ{ž�”{†Mžw”{†>ƒ¦¸�œ,•¦”{¿>Š–†>ž�”{•„¢‹•|†Mˆ …w›M•„ˆf”{ƒ{¢–™˜† %�Š–Ž4œJE>œ�†=ž˜•„Š–ƒ¦…‡¢–•|ˆ
�

¾

Ž|ˆ{ž,Š Ž�ž˜ƒ{¢‹…d†K”f†C›>†>…d…d†Cž˜†M›&…‡¢–•|ˆ
�lˆ{•„ƒ{ž,”{ŸM›>™d¢ •„•„ˆ{ž,•{Š‹ƒ{ž�•{™dŸ>›M¢–ž˜ŸMœ,†Mˆ …�Š–†Mž�•{™˜•��{Š‹¿Mœ,†Mž

Š‹¢–ŸMžhŽ|ƒ ›>•„ƒ{•{Š–Ž|°„†#”
� ƒ{ˆ œ,•¦”{¿>Š–†#Ž’…d•„œ�¢‹ž˜…d¢#�‰ƒ{†#Žx•„†M›�ƒ{ˆ œ,•¦”{¿>Š–†s”{†'›M•„ˆ …‡¢‹ˆ‰ƒ{ƒ{œ��t•{ƒf¢–žwˆ{•„ƒ{ž

•{™˜ŸMž˜†Mˆ …‡•„ˆfž
•{Š‹ƒ{žd¢‹†Mƒ{™˜ž�œ�Ÿ&…‡²{•‚”{†>ž�•{™d•„•r•„ž˜ŸM†Mž�”_Ž’ˆ{ž�Š Ž5Š‹¢‹…d…dŸM™dŽ’…‡ƒ{™˜†6•r•„ƒ{™T™˜ŸxŽ|Š‹¢–ž˜†M™T›>†~›M•„ƒ{•fŠ Ž|°„†,�

¨A•„œ,œ,†Mˆ/.>•„ˆ{ž�•_Ž|™�Š‹†=›xŽ|ž�Š–†=•fŠ–ƒ{ž�žd¢‹œ�•fŠ–†��
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ˆC›>•„ˆ{žd¢‹”{¿M™˜†sƒ{ˆCœ�Ž’…dŸM™d¢–Ž|ƒ$”{Ÿ>›M™d¢ …8%,Š"� Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†sŽ’…d•„œ,¢#�‰ƒ{†��¦†>…w•„ˆKˆ{•|…d†

"
Š–†=•_Ž’™‡Ž|œ,¿>…d™d†

”{†Sœ Ž|¢‹Š–Š‹†hŽ¹…‡•„œ,¢#�‰ƒ{†,�

´

ˆ�ž˜ƒ{•{•r•„žd†B�‰ƒ{†SŠ–†Mž5Ž’…‡•„œ,†Mž-ˆ
� ¢–ˆ …‡†>™‡Ž|°„¢‹ždž˜†Mˆ … �‰ƒ{†=•_Ž’™Aƒ{ˆ$•r•|…‡†>ˆ …‡¢–†>Š

”{†,•_Ž|¢‹™d†,� �‚ƒ'� •„ˆ ˆ{•|…d†

V"
F

V"
ˆ{†,”{ŸM•r†Mˆ{” �‰ƒ{† ”{†,Š Ž$”{¢‹ž˜…‡Ž|ˆ{›M†,¢–ˆ …d†M™‡Ž¹…‡•„œ,¢#�‰ƒ{†,�T•t•|ƒ{™s”{†Mž

™dŽ|¢–ž˜•„ˆ{ž�”
� ¢–ˆ •’Ž|™d¢–Ž|ˆ{›>†[° Ž|Š‹¢–Š–Ÿ>†Mˆ{ˆf†
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¡

•|ƒ{™�žd¢‹œ�•{Š‹¢�<_†>™$�‰•„ˆ�ždƒf•{•t•|žd†��‰ƒ{†��_”_Ž’ˆ{ž�ž‡Ž ›M•|ˆ0<_°„ƒ{™dŽ¹«

…d¢–•„ˆ ¢‹ˆ{¢‹…d¢ Ž|Š‹†��}Š–†-™dŸ>žd†xŽ’ƒ Ž’…d•„œ,¢#�‰ƒ{†A†>ž˜…lŠ‹†5™dŸ>žd†xŽ’ƒ

"Z3 \ 

� •��



†>ž˜…lŠ–†A”{•„œ�Ž|¢–ˆ{† F"%[Š"� Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–†

œ�Ž|›M™˜•„žd›>•„•{¢��‚ƒf†

I

•¦›>›Mƒ{•rŸs•_Ž|™�Š‹†=œ Ž’…dŸM™˜¢ Ž|ƒ
�

´

ˆož˜ƒ{•{•r•„žd†)�‰ƒ
� •„ˆožd†�”{•„ˆ{ˆf† ƒ{ˆ{†�”{Ÿ!4 •|™dœ�Ž’…‡¢‹•„ˆ ”{ƒoœ Ž¹…‡ŸM™˜¢ Ž|ƒ %�Š"� Ÿ>›³²{†MŠ‹Š–† Ž¹…‡•„œ,¢#�‰ƒ{†,�

›,� †>ž˜…˜« %¹«!”f¢–™d†@�‰ƒ
� •„ˆ�ž˜†A”{•„ˆfˆ{†-ƒfˆ{†�4 •„ˆf›>…‡¢‹•„ˆ

u : 
 ! R3 …‡†>Š–Š‹†@�‰ƒ{†cŠ–†>ž
•r•„ž˜¢‹…‡¢‹•„ˆ{ž�”{†>ž¤Ž’…d•„œ,†Mž

”_Ž’ˆ{ž�Š Ž�›>•„ˆ0<_°|ƒ{™‡Ž’…d¢–•„ˆ$”fŸ!4 •„™˜œ�Ÿ>†[žd•„¢‹†Mˆ …

(u(i" )) i
�{Ž}•|†M›

i" 2 "Z3 \ 

F ›!4 �fŠ Ž <_°|ƒ{™d†4•��‹•„•

I

�

¬9� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†=•_Ž’™hŽ¹…‡•„œ,†[”
� ƒ{ˆ�…‡†MŠ�™˜ŸMž˜†xŽ|ƒC”{Ÿ!4 •„™˜œ�Ÿ=†>ž˜…w”{•„ˆfˆ{ŸM†#•_Ž|™

E � (u) =
1

2N

X

i 2 �

3\ 
 ="

X

j 6= i

V" (ju(j " ) � u(i" )j) ;
Fj•�� “ ‘

I

•��

N =
¨5Ž|™˜”

(Z3 \ 
 =")
†Mž˜…-Š–†�ˆ{•|œ��{™d†�”
� Ž’…d•„œ�†>ž$� †&…A•��,Š�� ¢–ˆf”{¢–›>†

�
žjš¦œL�t•„Š‹¢–ž˜†�Š–†�›xŽ|™dŽ|›&«

…d¿M™d† œ,¢–›>™d•„ž˜›M•„•f¢#�‰ƒ{†5F ¢–›>¢��tŽ’…‡•|œ�¢‹ž˜…‡¢��‰ƒ{†

I

”{†4Š"� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†,�X¬�†4•r•|…d†Mˆ …‡¢‹†MŠ
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† �X†&…M�}•{ƒ{¢‹žD�‰ƒ{†

"
†>ž˜…EŠ Ž5”{¢‹ž˜…‡Ž|ˆ{›M†l¢‹ˆ‰…d†M™dŽ’…‡•„œ,¢#�‰ƒ{†&%�Š"� Ÿ!�‰ƒ{¢–Š‹¢#�{™˜†��MŠ–Ž�4 •„ˆ{›&…‡¢–•|ˆ

r 2 R+ 7! V" (r )
†>ž˜…hœ�¢‹ˆ{¢–œ�Ž|Š–†�†>ˆ

"
�

´

ˆ 4 Ž|¢‹…�†>ˆC°|ŸMˆ{Ÿ>™‡Ž|Š�Š"� ² š‚•t•’…‡²{¿>žd† �‚ƒf†

V" (r ) = V0

� r
"

�
;

•��

V0
ˆ{†w”{ŸM•r†Mˆ{” •_Ž|žc”{†

"
†>…AŽ’…d…d†M¢–ˆ …cžd•|ˆ œ,¢–ˆ{¢‹œ4ƒ{œ�†Mˆ •��‚€‚¢rŠ–Ž=”{Ÿ!4 •„™˜œ Ž¹…‡¢–•|ˆ

u
†Mžj…5Ž|ž˜žd†!6

™˜ŸM°„ƒ{Š‹¢–¿>™d†��{Ž|Š–•„™˜ž$�/�‰ƒ_Ž’ˆ{”

" ! 0
�{Š�� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†sŽ’…‡•|œ�¢‹ž˜…‡¢��‰ƒ{†)Fj•�� “ ‘
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›M•„ˆ •|†M™d°|†

�

•x“‰• �X•„†M™˜ž

EM (u) =
1

2j
 j

Z



W (r u(x)) dx;

Fj•�� “{•

I

Žx•„†>›

W(M ) =
P

k2 �
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N

X
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 � ="

VLJ
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�
� ui f (i" )

+
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j
 j
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 M

V "
LJ (u0(x)) � u(x)f (x) dx;
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Žx•„†>›

V "
LJ (r ) = VLJ (r ) + "p � (r � r0);

•��

p
•|ŸM™˜¢�<_†

0 < p < 1
F •„ˆ •r†Mƒ¦…l•_Ž|™6†3¸¦†Mœ,•{Š–†�›³²{•|¢–žd¢‹™

p = 1=2
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•_Ž|™


 M (uM )
�-•��

uM
†Mžj…�Š Žožd•„Š‹ƒf…‡¢‹•„ˆ ”{ƒÀ•{™˜•��{Š–¿>œ�†�•’Ž|™d¢–Ž’…‡¢‹•„ˆ{ˆ{†>Š %QŠ�� ŸM›³²f†MŠ–Š‹†
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�‚ƒf†A…‡™dŽ}•’Ž|¢‹Š–Š‹†M™ %hŠ–Žw…‡†>œ�•rŸM™dŽ’…‡ƒf™d†

T > 0
�¹›�� †Mžj…~›M•„ˆfžd¢–”fŸM™d†>™&�‰ƒ{†5Š‹†-žjš¦žj…‡¿>œ�†5•r†Mƒ¦…9E>…d™d†A”{Ž|ˆ{ž¤ˆ
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(q; p)
”
� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†

H (q; p)
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Š–Ž�œ,†Mž˜ƒ{™d†s”{†s•{™˜•��_Ž��f¢–Š–¢ …‡Ÿ

d� N V T = exp(� � H (q; p)) dqdp;

Žx•„†>›

� =
1

kB T
;

•��

kB
†Mžj…wŠ Ž ›M•„ˆfž˜…³Ž’ˆ‰…d†'”f†�½A•|Š‹… 6>œ Ž’ˆ{ˆ
�{¬�Ž�œ�Ÿ&…‡²{•‚”{† �s¨
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qi
�X”
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ž˜¢–•„ˆ{ž

pi
†&…4”{†�œ Ž’ždžd†

m
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H (q; p) =
NX

i =0

p2
i

2m
+

N � 1X

i =0

V" (qi +1 � qi ):
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T
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Z =
Z


 N V T

d� N V T =
Z

Vocc �
� 3N

e� � H (q;p) dqdp;
Fj•��#"|Œ
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Vocc
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p
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q
�

´

ˆ
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Zp =
Z

� 3N
exp

 

� �
NX

i =0

p2
i

2m

!

dp;
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Zq =
Z

Vocc

exp(� � V(q)) dq;
Fj•��$"*"
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V(q) =
P N � 1

i=0 V" (qi +1 � qi )
�

¾
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Z = ZpZq
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Z
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F = � kB T ln Z = � kB T ln Zp + Fq;
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Fq = � kB T ln Zq;
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N � 1
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f 1; : : : ; j; j + 2; : : : ; N g
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V(1) (qj ; qj +2 ; T)
†>…

F(1) (T; j + 1)
•_Ž’™

e� � (V(1) (qj ;qj +2 ;T )+ F(1) (T;j +1) ) =
Z

e� � (V" (qj ;qj +1 )+ V" (qj +1 ;qj +2 )) dqj +1 :

¬�Ž ”{Ÿ>•t†>ˆ{”_Ž|ˆf›M† ”{†4Š"� ¢‹ˆ …‡ŸM°|™‡Ž|Š‹†'Žx•|†M›

qj
†>…

qj +2
†Mžj…=™d†>°„™d•„ƒf•tŸ>†4”_Ž|ˆ{ž

V(1)
�r†>…SŠ–†'™d†Mžj…‡†4†>ž˜…

”_Ž’ˆ{ž

F(1) (T; j + 1)
� �‚ƒf¢A†Mžj…4Š"� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†,Š–¢��{™d†�Ž|ždž˜•¦›>¢–Ÿ>†;% Š–ŽK•{™˜ŸMž˜†Mˆ{›>†$”{†�Š�� Ž’…d•„œ�†

j + 1
�

¬�†Mž 4 •„ˆf›>…‡¢‹•„ˆ{ž

V(1)
†>…

F(1)
ˆf†#ž˜•„ˆ …�”{Ÿ!<{ˆ{¢–†>ž8�‰ƒ
�7% ƒ{ˆ{†=›>•„ˆ{ž˜…‡Ž|ˆ …‡†s•{™˜¿Mž$�_œ�Ž|¢‹žA›M†sˆ
� †Mžj…�•_Ž|ž

ƒ{ˆ$•f™d•��{Š‹¿Mœ,†h›MŽ|™5ž˜†Mƒ{Š‹†Mž5›>•„œ�•¦…‡†Mˆ …AŠ–†Mƒf™dž5”{Ÿ>™d¢ •„ŸM†>ž�F ƒfˆ{†[ŸMˆf†M™d°|¢–†S•r•|…d†Mˆ …‡¢‹†MŠ–Š‹†h†>ž˜…5…d•„ƒ¹—˜•„ƒf™dž

”{Ÿ <_ˆ{¢‹† % ƒ{ˆ{†o›M•|ˆ{ž˜…‡Ž|ˆ …‡†o•{™d¿>ž$��Š Ž °„™dŽ|ˆ{”{†>ƒ{™�•{² š‚žd¢#�‰ƒ{†o¢–œ,•r•„™˜…‡Ž|ˆ …‡†�†Mžj…Kžd•„ˆ °„™‡Ž’”{¢–†>ˆ‰…$�

›,� †>ž˜…˜« %¹«!”f¢–™d†KŠ–†>žJ4 •„™˜›M†>ž

�

•r•„ƒ{™,›M†��‰ƒ{¢h†>ž˜… ”{† Š"� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†�Š–¢��{™d†

F
�l†MŠ–Š‹†Cˆ'� ¢‹ˆ‰…d†M™j•¦¢‹†Mˆ …�”_Ž|ˆ{ž

Š‹†,›MŽ|Š–›>ƒ{Š¤”{†>ž'°|™‡Ž|ˆ{”f†Mƒ{™˜ž#…d²{†M™˜œ�•‚”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†>žB�‚ƒf†�•_Ž’™#Š"� ¢‹ˆ …‡†M™˜œ�Ÿ>”{¢ Ž’¢–™d†'”{†�žd†>ž'”{Ÿ>™d¢ •„ŸM†>ž$�

› 4 �~•_Ž|™4†3¸f†>œ�•fŠ–† Fj•��$"! 

IDI

�

¾

Ž|ˆ{ž�Š‹†�ˆ{•„ƒf•|†xŽ|ƒ ž˜š‚žj…‡¿Mœ,†��lŠ‹†�•t•’…‡†Mˆ …d¢–†MŠA†Mˆ …‡™˜†KŠ"� Ž¹…‡•„œ,†

j
†>…

Š"� Ž’…d•„œ,†

j + 2
†Mžj…

V(1)
�t¢‹ŠE”fŸM•r†Mˆ{”

�!� �"� ���"�

”{†4Š–Ž�…d†Mœ,•tŸ>™‡Ž’…dƒ{™d†,�X¬�ŽJ�‰ƒ_Ž’ˆ‰…d¢‹…dŸ

F(1)
†Mž˜…[Š Ž

›>•„ˆ …‡™d¢��{ƒf…d¢–•„ˆ�% Š�� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†=Š–¢��{™d†[”f†#Š"� Ž¹…‡•„œ,†

j + 1
�

¬9� •„™˜¢–°„¢‹ˆ_Ž|Š‹¢‹…‡ŸA”{†S›>†>…d…d†[Ž|•f•{™d•‚›³²{†[†>ž˜…5Š–Ž#•f™d¢–ž˜†S†>ˆ�›M•„œ,•f…d†S”{ƒ …d†M™˜œ�†

F(1)
�‚¬�Ž�•{™˜ŸMžd†>ˆ{›M†

”{†sŠ"� Ž’…d•„œ,†

j + 1
Ž|•f•t•„™j…‡†[”f†#Š"� †>ˆ …‡™d•|•{¢–†=Ž’ƒKžjš‚ž˜…‡¿>œ�†JF ›!4 �{Š–Ž4™d†MŠ–Ž’…‡¢‹•„ˆ F0•��$"  

IDI

�{¬�•„™dž2�‰ƒ
� •|ˆ

›³²{†>™d›³²{†-% ›>•„ˆ{žj…‡™dƒf¢–™d†�ƒ{ˆ�ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,† ˆ{†�›>•„ˆ …‡†>ˆ_Ž|ˆ …s•_Ž|ž[›>†>…sŽ¹…‡•„œ,†��r¢–Š 4 Ž|ƒf…S° Ž|™˜”{†M™[†>ˆ�œ�Ÿ3«

œ,•„¢–™˜†4›M†&…d…d† ›M•„ˆ …‡™˜¢#�{ƒ¦…‡¢–•|ˆ
�X›>† �‚ƒf¢~†Mž˜…sŠ‹†4™��|Š–†4”{†

F(1)
��€¦¢¤•|ˆ�Š�� •„ƒ/�{Š‹¢–†��tŽ|Š‹•„™dž=Ž’ƒ 4 ƒ{™=†>… %

œ,†Mž˜ƒ{™d† �‚ƒ'� •„ˆ ždƒ{•{•f™d¢–œ,†s”{†Mžh”{†M°|™dŸMžh”{†#Š–¢#�r†M™j…‡Ÿ,�_•„ˆ ™˜†>…‡¢‹™d†#Ž|ƒCž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†�”{†'Š�� †Mˆ …‡™˜•„•{¢–†,�_›M†

�‰ƒ{¢�”{•„ˆfˆ{†sƒ{ˆC™˜ŸMž˜ƒ{Š‹…‡Ž’… <_ˆ_Ž|Š
4 Ž’ƒ¦¸C�

¡

•„ƒf™,Š‹†$ž˜š‚ž˜…d¿Mœ,†C›>•„œ,•t•„ž˜Ÿ$”{†

N � 1
Ž’…d•„œ�†>ž$�¤Š"� Ÿ>ˆ{†M™˜°„¢–†$Š‹¢#�{™˜†�†Mžj… Š–Ž žd•„œ,œ,†$”{†KŒ

…d†M™dœ,†Mžs 

�

ƒfˆ …d†M™˜œ�†�•f™d•}•„†>ˆ_Ž|ˆ …,”{†$Š�� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†�›M¢‹ˆ{Ÿ>…d¢#�‰ƒ{†,� �‰ƒ{¢�•r†Mƒf… E&…‡™˜†$›xŽ|Š‹›Mƒ{Š‹Ÿ$Ž|ˆ_Ž|Š š‰…‡¢#�‰ƒ{†3«

œ,†Mˆ …

�

�

�
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�

Š‹†[…‡†>™dœ,†

Fq
•{™d•}•|†Mˆ_Ž|ˆ …h”{†sŠ�� ŸMˆ{†>™d°„¢‹†=•t•’…‡†Mˆ …d¢–†MŠ‹Š–†,�_¨A†MŠ‹Š–†3«!›M¢Xž$� ŸM›M™˜¢‹…

V(q) =
j � 1X

i =0

V" (qi +1 � qi ) + V(1) (qj ; qj +2 ; T) +
N � 1X

i = j +2

V" (qi +1 � qi );
F0•��$" �

I

†&… Š–Ž�›M•„ˆ …‡™˜¢#�{ƒ¦…‡¢–•|ˆ ›>•„™d™˜†Mž˜•t•„ˆf”_Ž|ˆ …‡†�%oŠ–Ž 4 •|ˆ{›>…d¢–•„ˆ ”{†K•_Ž|™j…‡¢‹…d¢–•„ˆ †>ž˜…�”{•„ˆ{ˆfŸM†K•_Ž|™

F0•��#" �

I

�f•��

Zq
†Mžj…w”{•„ˆ{ˆ{Ÿs•_Ž’™LF0•��#"*"

I

†&…

V
†>ž˜…h”{•„ˆ{ˆ{Ÿs•_Ž’™ Fj•��#"
�

I

�

�

Š‹†[…‡†>™dœ,†

F(1)
�

§h•„ƒfž Žx•„•|ˆ{ž ”{Ÿ>›M™˜¢‹…C”_Ž|ˆ{žKŠ–† ”{Ÿ&…³Ž|¢‹Š#›>•„œ,œ�†>ˆ‰…Kž˜ƒ{•{•{™˜¢–œ,†M™�ƒ{ˆ ”f†M°„™˜ŸQ”{†oŠ–¢��t†>™˜…‡Ÿ,��­!Š

†>ž˜…,…‡•„ƒf…J% 4 Ž|¢‹…�•r•„ž˜žd¢#�fŠ–†$”{†Kždƒ{•f•{™d¢‹œ�†>™,ƒfˆv”{†>°„™dŸK”{†�Š–¢��t†>™˜…dŸ$ždƒ{™,”{†Mƒ‚¸'�l†>ˆ ždƒf¢‹•’Ž|ˆ …,Š Ž

œ-EMœ,†�œ�Ÿ&…‡²{•‚”{†��‰­!Š_†>ž˜…�Ž’ƒ{ždž˜¢r•r•„ž˜žd¢#�fŠ–†�”{†wždƒ{•{•f™d¢–œ,†M™l”{†>žA”{†>°„™dŸ>ž-”f†hŠ‹¢#�r†M™˜…dŸ�”{† 4 Ž�.M•„ˆ�ˆ{•„ˆ

²{•|œ�•„°|¿Mˆ{†-”_Ž|ˆ{ž¤Š‹†-œ�Ž’…dŸM™d¢–Ž|ƒ
�¹¨(� †Mžj…l¢–ˆ …‡Ÿ>™d†Mž˜ž‡Ž|ˆ …~Š‹•„™dž2�‰ƒ
� •|ˆ4›³²{†M™˜›³²{† %Sž˜¢–œ4ƒ{Š‹†M™�ƒ{ˆ4žjš‚ž˜…‡¿>œ�†

•r•„ƒ{™#Š–†!�‚ƒf†MŠcŠ–†Mž#›³²_Ž|œ,•{ž#žd•„ˆ …�žd¢–ˆf°„ƒ{Š–¢‹†M™˜ž#”{Ž|ˆ{ž#›M†M™j…³Ž|¢‹ˆ{†Mž 6M•„ˆf†Mž F •„ˆ •’ŽCŽ|Š–•„™˜žs›M•„ˆ{ž˜†M™j•„†M™

…d•„ƒ{ž�Š‹†Mž ”f†M°„™˜ŸMž�”{†CŠ–¢��t†>™˜…‡ŸK•r•„ƒ{™ ™˜†Mˆ{”f™d† ›>•„œ�•¦…‡† Ž’ƒÀœ�¢‹†Mƒ¦¸ ”f† ›M†&…d…‡† žd¢–ˆf°„ƒ{Š Ž’™d¢‹…dŸ

I

�~†>…

™˜ŸM°„ƒ{Š‹¢–†>™dž�”_Ž|ˆfžw”'� Ž|ƒ¦…‡™d†>ž 6>•„ˆ{†>žLF •t†>ƒC”f†#”f†M°„™˜ŸMžw”{†sŠ–¢#�r†M™j…‡Ÿ[ž˜ƒ �,žd†>ˆ‰…SŽ|Š‹•„™dž
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�
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� � � ��� � � � � � 	 � � � �
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� � � � �

§h•„ƒfž#”fŸM›M™˜¢‹•|•„ˆ{žsœ Ž’¢–ˆ …‡†>ˆ_Ž|ˆ …sƒ{ˆ{†,Ž|ƒf…d™d†�œ,Ÿ>…‡²f•¦”{†,�T¢–ˆf¢‹…‡¢–Ž|Š–†>œ�†>ˆ …S•{™˜•„•r•„ždŸ>†,•{Ž|™sº�� º��

¥ �{™‡Ž|²{Ž|œ

��� ��(

F Š–†>žSŽ|™j…‡¢‹›MŠ–†>ž 4 •„ˆ{”_Ž¹…‡†Mƒf™džSž˜•„ˆ …

�

•��* +�³•����0�³•��‚• ���_Š"� ƒ¦…‡¢–Š‹¢–ždŽ’…‡¢‹•„ˆ�”{†#›M†&…d…‡†'œ�Ÿ3«

…d²{•¦”f†Sždƒf™5”{†Mž-•{™d•��{Š–¿>œ�†>žA›M•|ˆ{›M™˜†>…‡žA†Mž˜…A”{ŸM›>™d¢ …‡†S”{Ž|ˆ{ž

�
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�

•  f• �
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�¦¨A†&…d…‡†hœ�Ÿ&…‡²{•‚”{†h›M•„ƒ{•fŠ–†

†>Š–Š–†-Ž|ƒ{ž˜žd¢‚ƒ{ˆ4œ,•¦”f¿MŠ–†l”{†-›M•„ˆ …d¢–ˆ‰ƒ{ƒ{œ Žx•„†M›Aƒ{ˆ4œ,•¦”{¿>Š–†cŽ’…d•„œ�¢‹ž˜…d¢#�‰ƒ{†�� ¬�Žw”{ŸMœ�Ž|™d›³²f†A†Mžj…6…d•„ƒ¦«

…d†!4 •„¢‹ž[”{¢ �tŸM™˜†Mˆ …‡†,��†MŠ‹Š–†�ž!� Ž’•{•{ƒ{¢‹† ždƒ{™=Š–Ž žd¢‹œ�¢‹Š Ž|™˜¢‹…‡Ÿs†>ˆ‰…d™d† Š‹†Mž=Ÿ$�‰ƒ_Ž¹…‡¢–•|ˆ{ž[”{† Š–Ž�”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†

œ,•„Š–Ÿ>›Mƒ{Š–Ž|¢–™˜†l†>…~›>†MŠ–Š‹†Mž¤¢‹ždž˜ƒ{†Mž¤”f†5Š ŽSœ,ŸM›MŽ|ˆ{¢��‚ƒf†5”{†Mž6œ�¢‹Š–¢–†>ƒ¦¸s›>•„ˆ …‡¢–ˆ‰ƒ{ž!� Ž|•{™˜¿Mž¤”f¢–žd›>™dŸ&…‡¢–ždŽ’…‡¢‹•„ˆ

†>ˆ †Mž˜•_Ž|›>†��

¨A†>…˜…‡†�œ,Ÿ>…d²{•¦”f†�ˆ
� Ž •_Ž|ž4Ÿ&…‡Ÿ$Ž’•{•{™d•,4 •„ˆ{”{¢‹† ”_Ž|ˆfž4›M†�…d™‡Žx•’Ž|¢–Šl”{† …d²{¿Mž˜†��~Ž’ƒ{ždž˜¢5ˆ{•„ƒ{ž�Š Ž

”{Ÿ>›M™˜¢‹•„•|ˆ{ž=…‡†MŠ‹Š–†��‰ƒ{†�•{™˜ŸMž˜†Mˆ …‡Ÿ>†�•_Ž’™=žd†Mž#Ž|ƒ¦…‡†Mƒf™dž$��¢"� †,�X”_Ž’ˆ{ž=ƒ{ˆ{† •„†>™dž˜¢–•„ˆ ”{Ÿ!—D%�”f¢–žd›>™dŸ&…‡¢–ž˜ŸM†

†>ˆ †Mž˜•_Ž|›>†��

£~ˆ ”fš‚ˆ_Ž|œ,¢#�‰ƒ{†�œ,•„Š–Ÿ>›Mƒ{Š–Ž|¢–™˜†��
Š�� Ÿ>•„•|Š–ƒf…d¢–•„ˆ ”{ƒvž˜š‚ž˜…d¿Mœ,† †Mžj… °|•„ƒf•„†>™dˆ{Ÿ>† •_Ž’™,ž˜•„ˆÀ©hŽ¹«

œ,¢–Š …‡•„ˆ{¢‹†Mˆ
� �‰ƒ{¢Ež$� ŸM›>™d¢ …M�X†>ˆ ždƒf•{•t•|ž‡Ž|ˆ …=†>ˆ{›M•„™˜†4ƒ{ˆ{† 4 •„¢–ž8�‰ƒ{†4Š�� ŸMˆf†M™d°|¢–†#•t•|…d†Mˆ …‡¢‹†MŠ‹Š–†#ˆ{† 4 Ž|¢ …

¢‹ˆ‰…d†M™j•„†Mˆf¢–™ �‰ƒ{†'”f†Mž�¢–ˆ …‡†>™‡Ž|›&…‡¢‹•„ˆ{ž�”{†s•_Ž|¢‹™d†,�

H � (q; p) =
1
2

N � 1X

i =0

X

j 6= i

V" (qj � qi ) +
NX

i =0

p2
i

2m
:

F0•�� �|‘

I

£~ˆ�œ�Ÿ>›xŽ|ˆf¢#�‰ƒ{†[”{†>ž�œ�¢‹Š–¢‹†Mƒ¦¸�›>•„ˆ …‡¢‹ˆ‚ƒfž$�{ˆ{•’…³Ž|ˆ …

u(x; t)
Š‹†S›³²_Ž|œ,•$”{†=”{Ÿ>•{Š Ž’›M†Mœ,†Mˆ …�†&…

" (u)
Š‹†�°„™‡Ž’”{¢–†>ˆ‰…�”{†�”{Ÿ 4 •„™dœ�Ž’…d¢–•„ˆ F ”{•„ˆfˆ{Ÿ�•_Ž|™ Fj•�� “ �

I2I

�EŠ–†�©hŽ|œ,¢–Š‹…d•„ˆ{¢‹†Mˆ ”{ƒ ž˜š‚žj…‡¿Mœ,†�ž$� ŸM›>™d¢‹…$�

”_Ž’ˆ{žhŠ‹†=›xŽ|ž�”{†sŠ"� Ÿ>Š Ž|žj…‡¢–›>¢‹…dŸSŠ–¢‹ˆ{ŸxŽ’¢–™d†,�

HM (u; v) =
1
2

Z �
"(u) : � : " (u) + � v2

�
dx;

F0•�� �f•
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�
†>ž˜…#Š–†�…d†Mˆ{ž˜†Mƒ{™s”
� ŸMŠ–Ž|ž˜…d¢–›>¢‹…‡Ÿ F …‡†>ˆ{žd†>ƒ{™s›M•„ˆfž˜…³Ž’ˆ‰…#”
� •„™˜”{™d† “
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�
Š Ž œ�Ž|ž˜žd† •„•„Š‹ƒ{œ,¢#�‰ƒ{†

†&…

v
Š Ž�•‚¢‹…d†Mždž˜†'”f†#”fŸM•{Š–Ž|›M†>œ�†>ˆ‰…$�{¥S•f™d¿Mžw”{¢‹žd›M™˜Ÿ>…d¢–ž‡Ž¹…‡¢–•|ˆ$†MˆK†Mžd•{Ž|›M†#”{†

HM
�{•„ˆK•��f…d¢–†Mˆ …

H h
M (uh; ph) =

1
2

uT
h (t) � K � uh(t) +

1
2

pT
h (t) � M � 1 � ph(t);
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uh(t)
†Mžj…AŠ‹†�•„†M›&…‡†>ƒ{™A”{Ÿ>›M™˜¢‹•’Ž|ˆ …cŠ–†�›³²_Ž|œ,•

u(x; t)
Ž|•{™d¿>ž-”f¢–žd›>™dŸ&…‡¢–ždŽ’…‡¢‹•„ˆ�žd•_Ž’›M¢ Ž’Š–†��

K
†Mžj…

Š–Ž�œ�Ž’…‡™˜¢–›M†#”{†'™d¢–°|¢–”{¢ …‡Ÿ��_†&…

M
†>ž˜…=Š–Ž,œ�Ž’…‡™˜¢–›>†'”{†�œ Ž|ž˜žd†,�

´

ˆ�4 Ž|¢ …SŠ"� Ž’•{•{™d•x¸¦¢–œ�Ž’…d¢–•„ˆ$”{†�Š Ž

›>•„ˆ{”{†>ˆ{ž‡Ž’…d¢–•„ˆ�”{†Sœ Ž|ž˜žd†,�{žd¢
�f¢–†Mˆ �‰ƒ{†=Š–Ž�œ�Ž’…‡™˜¢–›M†

M
†Mž˜…5”{¢ Ž|°|•„ˆ_Ž|Š‹†��¦¬�†h•„†M›&…‡†>ƒ{™

ph(t)
†Mž˜…
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ÄBÍ�É
Ä‚Î�ÁÃÏ*ÇGÁ�
#Ì|È

�

Â�É�
#ÅFÊ ÉŒË‡Ç

�

ÇIÄGÌ 
#Ç�Ó�Æ�Â�È¡Ì�Ï”ÇGÁ�
#Ì|Í

�

Ö�Á3ÄBÍ¡Ì�ÇGÌvÇ�Ó�ÁÃÂ�Ì

Ê�É3Â�Â�Á3Ä:Í�É Ø3Ì1É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ 
\Ç�ÄBÍ�ÉŒÄ(Ì �¡É3ÊvÄGË

�

É3Â¡ÈKÉŒÄSÄGÍ�Ì*ÇBÉ�
#ÌmÄBÅ�
\Ì‚Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ*ÄBÍ�Ì 
#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌŒÓÃÄBÍ�Ì

ÌvÂ�Ì�ÏIÐ

�

Ó�É3Â¡È,ÄGÍ�Ì°Á3ÄGÍ�Ì�Ï

]

Æ�É3Â�ÄGÅ¥ÄBÅ¥Ì�ÇmÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È×Ñ

�

ÄBÍ�Ì°È

�

Â�É�
\Å¥Ê�Ç('¡Õ˜Â,ÁÃÆ�ÏmÊ�É3ÇGÌŒÓ�Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØ�ÅFÂ�Ð

ÉŒÄ”ÄBÍ¡Ì�ÇGÉ�
\Ì|ÄBÅ�
\Ì>ÄGÍ�Ì¯Ì�Â�ÌvÏGÐ

�

É3Â�È´ÄBÍ�Ì 
#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ¯ÇGÌvÌ 
#Ç”ÄGÍ�Ì�ÏIÌvÎ�ÁÃÏIÌ�È�Å¦à#Ê�Æ�Ë¦Ä '

�

Ì�Ê�ÌvÂ�ÄBË

�

Ó�Å¦Ä

Í�ÉŒÇ>Ñ�ÌvÌ�ÂáÇGÍ¡ÁbÔ*ÂÚÄGÍ�ÉŒÄ 
#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌXÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä1É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍ�
#Ç”Ö¡ËÙÉ

�

ÉKâ3Ì

�

ÏGÁ3ËFÌ�ÄGÁ 
\É3â3ÌsÉ\ÐÃÁŠÁ�È
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ÇGÉ�
\Ö¡ËFÅFÂ¡Ð#ÁŒÎ.ÄBÍ¡ÌXÖ�Í�ÉŒÇGÌ¯ÇGÖ�É3ÊvÌ54

�

ÁKÌ �¡É3ÊvÄGË

�

Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ�ÅFÂ¡ÐKÄBÍ�Ì 
#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ¯ÅFÇ 
#ÁÃÏGÌ|ÅFÂ�ÄGÌ�ÏGÌvÇIÄGÅFÂ�Ð

ÄGÍ�É3Â´Ì��¡É3ÊvÄGË

�

Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØŠÅ¥Â�Ð¢ÄBÍ�Ì|Ì�Â¡Ì�ÏGÐ

�

4

�

É3Â

�


#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ´ÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä#É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍ�
#ÇÒÍ�É ØÃÌ×Ñ�ÌvÌ�ÂgÖ�ÏGÁÃÖ�ÁÃÇIÌ�ÈNÅ¥ÂlÄBÍ�Ì´ËFÅ¦ÄBÌ�ÏGÉŒÄBÆ¡ÏGÌ5476!Ì

ÏIÌvÎ�Ì�Ï”ÄBÁKÄGÍ�ÌXÑ�Ì ÉŒÆ¡ÄBÅ¦Î�Æ�Ë
Ö�É3Ö�Ì�Ï”Ñ

�

�

Æ�Ê8â3ÌvÏ 
\É3ÂáÉ3Â�È

�

É3ÏIÄ

�

Â�É W

�98;[

Î�ÁÃÏZÉKÇIÆ�ÏIØ3Ì

�

Á3ÎSÏGÌvÊ�ÌvÂ³Ä

Ö�ÏIÁÃÐÃÏIÌ�ÇGÇ¯ÅFÂ 
#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3Ï>È

�

Â�É�
#ÅFÊvÇ,4

�

Í�Ì

�

ÏIÇIÄ 
\Á3ËFÌ�ÊvÆ�ËÙÉŒÏ>È

�

Â�É�
#ÅFÊvÇ¯Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç|Ö�ÏIÁÃÖ�Á3ÇGÌ�È

ÄGÁ ÇIÅ 
ÒÆ�ËFÉŒÄBÌ#ÄBÍ�Ì,Ê�É3Â�ÁÃÂ�Å¥Ê É3ËWÌ�Â�ÇIÌ 
ÒÑ�Ë¥Ì•ÔWÌvÏGÌ´ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â•Ñ

� �

ÁÃÇ21
W;:9<

[

É3Â�È>=ZÁ�Á7ØÃÌ�Ï W;:�ß

[

4@?1Â

Å�A\Ö�ÏIÁ7ØÃÌ,A#Ì�Â�Ä¢Á3Î”ÄBÍ¡ÅFÇsÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ�Ó�Ê�É3ËFË¥Ì�È�ÄGÍ�Ì!CZÁÃÇ21�DE=”ÁŠÁ7Ø3Ì�Ï¢Ê8Í�É3Å¥ÂÜÈ�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�ÇvÓ�Í�É3Ç¢Ñ�Ì�Ì�Â

Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ Ñ)B

�

É3ÏIÄFB�Â�ÉŠÓHG°ËFÌ�Å¥ÂÛÉ3Â�ÈJI�Æ�Ê8âŒÌ�ÏKA\É3Â W;:

8;[

4%I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â‡ÓMLWÌvÏGÂ�Ì¢É3Â¡È

�

É3ÏIÄFB�Â�É

WON�P9P

[

Í�É ØÃÌÛÖ¡ÏGÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ ÉRQ�ÏIÇIÄ•ÏIÌvØÃÌvÏGÇIÅFÑ�Ë¥ÌSA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ�Å¥Â�Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÂ³ÄKÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÅFÂNÄGÍ�ÌÚÊ ÉŒÇGÌÚÁ3Î

Ä˜ÔxÁ�ÄBÍ¡Ì�ÏKA#ÁÃÇjÄ8ÉŒÄGÇ,4M? ÐÃÌ�Â�ÌvÏBÉ3Ë¥Å�U�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂÛÁ3ÎmÄGÍ�ÅFÇ¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄBÁ´ÄBÍ�Ì#Ê ÉŒÇGÌ#Á3Î M ÄGÍ�Ì�ÏVA\Á3ÇIÄ8É
ÄBÇ

Í�ÉŒÇXÑ�Ì�Ì�Â!ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â!Ñ)B

�

É3ÏjÄFB�Â�É*I52X@BAXW W;Y9Z¡Ó	:9Z

[

4M[*Ì�Ê�ÌvÂ�ÄBË�B3Ó]\
Å¥Æ!ÉŒÂ�È^I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â W;:)_

[

Í�É ØÃÌ

Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ²É|Â�ÌvÔ È�B�Â�É(A\Å¥Ê�ÇSÄBÁ¯ÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉ
ÄBÌmÄBÍ¡ÌZÊ�É3Â�ÁÃÂ�Å¥Ê É3Ë¡Ì�Â�ÇIÌ,AÒÑ�Ë¥Ì3Ó³Ê ÉŒËFËFÌvÈ#ÄGÍ�Ì*ÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉŒËFÅ�UvÌ�È

`

É3Æ�ÇIÇGÅÙÉŒÂ!A#Á9A#Ì�Â�Ä‚ÄBÍ¡Ì�ÏKA#ÁÃÇjÄ8ÉŒÄIÄBÅFÂ¡Ð!a

`*` �

I�bWÈ�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�Ç'4

I‚Í�Ì�ÏIÌÛÉ3ÏIÌÚÉ3Ë¥ÇGÁ^A\É3Â)B•ÔWÁ3ÏGâ³Ç•ÁÃÂNÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä•Ö�ÏIÌ�ÇIÇGÆ�ÏIÌJA\ÁÃË¥Ì�ÊvÆ�ËÙÉ3Ï¢È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç²ÉŒÂ�È ÁÃÂ

Ö�É
ÄBÍlÅFÂ�ÄGÌ�ÐÃÏGÉ3ËcA\ÁÃË¥Ì�ÊvÆ�ËÙÉ3Ï|È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç$W;:9:¡Ó	<�NÃÓ
Nbß�N3Ó,NbßÃß

[

47\%ÌvÄsÆ�ÇXÉ3ËFÇIÁÚÂ�Á3ÄGÌ\ÄGÍ�ÉŒÄdAXÆ�Ë¥ÄGÅFÖ�Ë¥Ì

ÄGÅ�A#ÌXÇGÊ�É3ËFÌeA\Ì5ÄBÍ�Á�È�Ç1Í�É7Ø3ÌsÑ�ÌvÌ�ÂáÆ�ÇIÌ�ÈÛÄBÁ²Å�A\Ö¡ÏGÁ7ØÃÌXÄGÍ�ÌÒÖ�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç°É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç WfZ(Y�ÓK<9_ŠÓK<

8�g

<9<ŠÓ	N�P�ßŠÓ	N�P5h¡Ó	Nbß5h

[

4

?1Ç
Æ�Â�È¡Ì�ÏGË¥ÅFÂ�ÌvÈ|Ö�ÏGÌ5ØŠÅ¥ÁÃÆ�ÇIË�BÃÓ�Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØ�ÅFÂ�ÐZÉŒÄ%ÄBÍ¡Ì:ÇGÉ5A#Ì�ÄBÅ�A#Ì.ÄGÍ�ÌcA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ:É3Â�È°ÄBÍ�Ì(ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B

Ì�i�ÉŒÊvÄBËXB!Å¥ÇXÈ�Å¦à#Ê�Æ�Ë¦Ä Ó�Å¥Î*Â�Á3ÄXÅ�A#Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ(4HI‚Í³Æ�Ç�Ó�Å¦ÄÒÅ¥ÇXÂ�Á3ÄXÇGÆ�ÏIÖ�ÏGÅ¥ÇGÅ¥Â�Ð�ÄBÍ�ÉŒÄXÄGÍ�Ì²Ö�ÏIÁÃÖ�Á3ÇGÌ�È

A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ”ÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä:É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç.È¡Á�Â�ÁŒÄxÌ�i¡É3ÊvÄGË�B¢Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3ÌZÄBÍ¡ÌZÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B¢Á3Î[ÄGÍ�Ì*ÇVB�ÇIÄGÌ,A!4�I‚Í¡ÅFÇ

ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B|ÅFÇ
ÁÃÂ�ËXB°É3Ö¡Ö�ÏGÁ
iŠÅ�A\ÉŒÄBÌvË�B1Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È!WXN._�Ó�:5h¡ÓX:5Y�Ó

8

P¡ÓX<9:¡ÓjN�P�N

[

4

�

ÁÃÏIÌ:Ð3Ì�Â�ÌvÏBÉ3Ë¥Ë�BÃÓvÄBÍ�ÌcA#Á(D

Ë¥Ì�Ê�Æ¡ËÙÉ3ÏmÈ�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�Ç‚Á3Î�Â�ÁÃÂ�DFA#ÅFÊ�ÏIÁŠÊ�É3Â�ÁÃÂ¡ÅFÊ ÉŒË�ÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�ËFÌvÇ*ÅFÇ‚ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�È,ÄBÁ¢É3Ç*Â�ÁÃÂ�DE=1É(A\Å¥Ë¥ÄBÁ3Â�ÅÙÉ3Â

È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç W

8

N

[

4�Õ˜ÂÛÖ�ÏBÉŒÊvÄBÅ¥Ê�ÌŒÓ�Ì5ØÃÌvÂ Å¦Î.ÄGÍ�ÌXÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B�Å¥ÇZÂ¡Á3Ä>Ì�i�ÉŒÊvÄBËXB´Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�ÈáÑ)B´ÄBÍ�ÌkA\Ì�É"D

ÇIÆ�ÏGÌZÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä:É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç�ÓbÄBÍ�ÌvÏGÌ”ÅFÇ(Â�ÁXÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�ÄxÈ�ÏBÉŒÎ’Ä:ÁÃÂ#Å¥Ä,4)I‚Í�ÅFÇ(Ê�É3ÂKÑ�Ì*Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏGÌvÈ•É3Ç

Ø3Ì�ÏVB#ÇIÆ�ÏGÖ�ÏIÅFÇIÅFÂ�ÐT4�l�ÁÃÏ(Å¥Â�ÇIÄBÉ3Â�Ê�ÌŒÓ�ÄBÍ�Ì‚ÔxÌ�ËFËOD˜â³Â�Á7Ô*Â\Î�Á3Æ�ÏIÄGÍ�D˜ÁÃÏIÈ�Ì�Ïm[*Æ�Â�ÐÃÌ�DEG°Æ¡ÄIÄ8ÉnA\Ì5ÄBÍ�Á�È#É3Ö�D

Ö�Ë¥ÅFÌvÈ#Á3Â¢ÄGÍ�Ì�G°Ì�Ö�Ë¥Ì�Ï.Ä˜ÔxÁ(D˜Ñ�Á�È�BsÖ�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ÐÃÅ¦ØÃÌvÇxÉ

]

Æ�É3È¡ÏBÉŒÄGÅFÊ‚ËFÁ3Â�Ð>ÄBÌvÏKA ÌvÏGÏIÁÃÏSÐÃÏGÁ7Ô‚ÄGÍ�Wf_Ãß

[

4

I‚Í�Ì,ÇIÆ�ÏGÖ�ÏIÅFÇIÅFÂ�ÐÃËXBáÐÃÁ�ÁŠÈ�ÊvÁÃÂ�ÇIÌ�ÏIØŒÉŒÄGÅFÁÃÂlÁŒÎ”ÄGÍ�Ì•Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B�ÅFÇXÉ3ÊvÄGÆ�É3Ë¥Ë�B È�Æ�Ì²ÄGÁÚÄBÍ�ÌKÎ�ÉŒÊvÄÒÄGÍ�ÉŒÄ

ÄGÍ�Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç1É3ÏIÌdA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌsÅ¥Â³ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä,4Ho×ÁÃÏIÌsÖ�ÏGÌvÊ�Å¥ÇGÌ�ËXBÃÓ‡Ë¥ÌvÄ°Æ¡Ç¯ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌsÄGÍ�ÉŒÄ>ÔxÌsÔWÁÃÏIâ

Ô*Å¦ÄBÍ,Ép=1É(A\Å¥Ë¥ÄBÁ3Â�ÅÙÉ3Â¢È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç�Ó¡É3Â�È²ÔxÌ°Æ�ÇGÌ|É pD˜ÁÃÏIÈ�Ì�ÏqA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ°ÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�ÄWÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA ÄBÁ

Å¥Â³ÄGÌ�ÐÃÏGÉŒÄBÌsÅ¦Ä
4�I‚Í�Ì¢Ì�Â�ÌvÏGÐ5BáÉ
Ä>ÄBÍ�ÌsÑ�Ì�Ð3ÅFÂ�Â�Å¥Â�Ð•ÅFÇ H0
Ó%É3Â�ÈÛÄBÍ¡ÌsÂ�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë�ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5BáÉŒÄ>ÄGÅ�A#Ì

ÇjÄBÌ�Ö k ÅFÇ Hnum (k � t) 4%I‚Í¡Ì�Â‡Ó�Æ�Â�È�ÌvÏ>ÇGÁ9A#ÌXÏIÌ�ÐÃÆ¡ËÙÉ3ÏIÅ¥ÄFB•ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�ÇZÁ3Â�ÄBÍ�Ìe=1É5A#ÅFË¦ÄBÁÃÂ¡ÅÙÉ3Â‡Ó

É3Â¡È²Î�ÁÃÏxÇVAKÉŒËFË�Ì�Â¡ÁÃÆ�ÐÃÍ²ÄGÅ�A#Ì”ÇjÄBÌvÖ�Ç � t ÓŠÁÃÂ¡Ì1Ê ÉŒÂ²Ö�ÏGÁ7Ø3ÌmWfZ¡Ór<

[

ÄBÍ�É
ÄxÄGÍ�Ì>Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë�ÌvÏGÏGÁ3ÏWÁÃÂ

ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B,ÇGÉŒÄBÅ¥ÇVQ�ÌvÇBÉ3Ñ

8k �
1

� t
ec1=� t ; j Hnum (k � t) � H0 j � c2 � tp;

Ô*Í�ÌvÏGÌ c1
É3Â¡È c2

É3ÏGÌ¯Ä˜ÔWÁ²ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�ÄBÇZÔ*Í�ÅFÊ8ÍÚÈ¡ÁKÂ�Á3Ä1È�Ì�Ö�Ì�Â¡ÈÛÁÃÂ×ÄGÍ�Ì�ÄGÅ�A#Ì¯ÇjÄBÌvÖ � t a’ÄBÍ�Ì�B

È�ÌvÖ�ÌvÂ�ÈKÁ3Â¢ÄGÍ�Ì�=1É5A#ÅFË¦ÄBÁÃÂ¡ÅÙÉ3Â¯Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂsÔ*Í�Å¥Ê8Í\È¡Ì'Q�Â�ÌvÇ:ÄGÍ�Ì*È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë¡ÇsBŠÇjÄBÌ'A É3Â�È#ÁÃÂsÄBÍ�Ì

A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ\ÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ê8Í�ÁÃÇIÌ�Â2b�4tI‚Í�Å¥ÇkA#Ì É3Â¡Ç|ÄGÍ�ÉŒÄ¯ÄBÍ�Ì#ËFÁ3Â�Ð3ÄBÅ�A\ÌXÌ�ÏGÏIÁÃÏ¯ÏGÌ,A\É3Å¥Â�Ç

Ñ�ÁÃÆ�Â�È¡Ì�È×Î�Á3Ï‚Ì�iŠÖ�Á3Â�Ì�Â�ÄBÅFÉ3ËFËXBKËFÉ3ÏGÐ3Ì>ÄBÅ�A#Ì�Ç'4

Õ˜ÂlÄBÍ�Å¥Ç¢É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì\ÔxÌ,ÐÃÁáÁÃÂ�Ì•ÇIÄGÌ�Ö•Î�Æ�ÏIÄGÍ�Ì�Ï¢Å¥Â�ÄBÍ�Ì•ÏIÌ�ÇGÌ�É3ÏGÊ8ÍgÁ3ÎuA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ•ÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�ÄsÉ3ËOD

ÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç,4v6 ÌáÖ�ÏGÌvÇGÌ�Â�ÄÚÉ TKRUT52EIKJ�@32 L5NgJ I52 G98�4ÚÄBÁÜÑ�Æ�ÅFË¥È ÏGÌvØ3Ì�ÏIÇGÅFÑ¡ËFÌ�A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌáÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä
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É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Çka�ÇIÌ�Ì���Ì�Ê54�YT4?ß9b�4[Þ>Æ�Ï>É3Ö¡Ö�ÏGÁ�ÉŒÊ8ÍáÉ3ËFË¥ÁbÔ*Ç”Æ�Ç1ÄGÁ²ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌdA\É3Â)B×É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç,4�Õ˜Â

ÁÃÏIÈ�Ì�ÏxÄBÁsÖ�ÏIÁŠÊvÌ�Ì�È•Ö�Ì�È�É3ÐÃÁÃÐÃÅ¥Ê É3Ë¥Ë�B3ÓÃÔWÌ Q�ÏIÇIÄ*ÉŒÖ�Ö�Ë�B\ÁÃÆ�ÏqA\Ì5ÄBÍ�Á�È²ÁÃÂ,É�ÇGÅ�A#Ö�Ë¥Ì1Ì�i¡É5A#Ö�Ë¥Ìpa�ÇIÌ�Ì

�ŠÌvÊ549Y�4 h)b�4(?‚Ê5ÄBÆ�ÉŒËFË�B3Ó7ÄBÍ�Å¥Ç.Ì�i¡É5A#Ö�Ë¥ÌWÅFÇ.É1ÇGÅ�A\Ö¡ËFÅ�Q�Ì�È¯Ê É3ÇIÌmÁ3Î�ÄBÍ¡ÌmÌ

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç.Æ�ÇIÌ�ÈÒÄBÁ1ÇGÅ�AXÆ�ËÙÉŒÄGÌ

ÄGÍ�Ì�Å¥ÇGÁ3ÄGÍ�Ì�ÏVAKÉŒËXD˜Å¥ÇGÁÃÑ�É3ÏGÅ¥Ê1Ì�Â¡ÇGÌ,AXÑ�ËFÌiWf:5Z

[

4T6 Ì¯ÇGÍ�Á7Ô Å¥Â�É3Ö¡Ö�ÌvÂ�È�ÅXi a�ÇGÌvÌ��ŠÌvÊ542YT4 _�4XN.bmÍ�Á7ÔQÄBÁ

ÐÃÌ5Ä A#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌ�Å¥Â³ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä”É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇWÎ�Á3Ï*ÄGÍ�Ì|Ô*Í�ÁÃËFÌ|ÇIÌvÄ>ÁŒÎ�Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â�Ç,42I‚Í�ÌvÂ‡Ó�Å¥Â•ÄBÍ�Ì*AKÉŒÅFÂ

Ö�ÉŒÏIÄxÁ3Î[ÄGÍ�Ì>É3ÏjÄBÅ¥Ê�ËFÌŒÓ3ÔxÌZÎ�Á�Ê�Æ�Ç:ÁÃÂ\ÄGÍ�Ì

`k`

o�I È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç Wf:9_

[

4�l.Å¥ÏGÇjÄ ÓÃÔxÌ1ÇGÍ¡ÁbÔ Í¡ÁbÔNÄBÁXÐ3ÌvÄ

Â�Ì5Ô É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç�Ó
ÄBÍ�ÌvÂ\Ð3Å¥ØÃÌ*ÇIÁ9A\Ì*Â³ÆTA#Ì�ÏIÅFÊ ÉŒË�ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ a�ÇGÌvÌ���Ì�Ê54)Y�4fY�b�4�Õ˜Â#ÄGÍ�ÌZÉ3Ö�Ö�Ì�Â�È�ÅOi�ÓÃÔWÌ

ÄBÉ3â3ÌZÉ°Ê�ËFÁ3ÇGÌ*ËFÁ�ÁÃâ�ÉŒÄcA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ*ÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�ÊvÌWÎ�ÁÃÏ�ÄBÍ¡Ì

`*`

o�INÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç,49l�Á3Ï�ÄBÍ�Å¥ÇSÈ�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇvÓ

ÄGÍ�Ì*É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ#Ñ)Bd\
Å¥ÆsÉ3Â�ÈpI�Æ�Ê8âŒÌ�ÏKA\É3Â�Wf:9_

[

Å¥Ç.Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë¥Ë�B|Ì5à\ÊvÅFÌvÂ³Ä,4)=ZÁ7ÔxÌvØ3Ì�Ï�Ó

Å¦Ä°ÅFÇ°ÉŒÊvÄBÆ�É3ËFËXB×Á3Â�Ë�B�É3Ö�Ö�ÏIÁ
i¡Å�AKÉ
ÄBÌ�ËXB!A\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌsÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä-a�ÇGÌ�Ì	��Ì�Ê54%YT4 _�4fY,É3Â¡È Y�4 _�4 _9b�4%Þ>Æ�Ï

A#ÌvÄGÍ�ÁŠÈ,ÐÃÅ¦ØÃÌvÇ”Æ¡ÇZÉŒÂ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Ô*Í¡ÅFÊ8Í´ÅFÇ IIH @SN52 A RiJ I3@;TK:S<kI L >�<;@B<?L @B>�2r4

¶�

� � � �mº��•¼#½ º
¼ ���*¹��m»��°º�� � �����
¾²»�� Àv¹����|»�À��¯¹sº �����¯¼��

».À_º���� �

Þ>Æ�ÏtA#ÌvÄGÍ�ÁŠÈXÇGÅ�A#Ö�ËXB|Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÇjÄBÇ�Å¥ÂXÏGÌ5Ô*ÏGÅ¦ÄBÅFÂ¡Ðpa�Ô*Í¡Ì�ÂsÅ¥Ä.ÅFÇ�Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ
b�ÇsBŠÇjÄBÌ'A\ÇSÁ3Î�ÁÃÏGÈ�Å¥Â�É3ÏsB

È�Å

`

ÌvÏGÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë[Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ�Ç

_X j = Fj (X 1; :::; X n); j = 1; : : : ; n; a Y�4�N.b

Å¥Â,ÄGÍ�Ìm>c8;<?J�@BABD 8;<?J

_Yi = Gi

�
_
Yi

�
; i = 1; : : : ; n; a YT4?ß9b

Ô*Í�ÌvÏGÌ

_
Yi = (Y1; : : : ; Yi � 1; Yi +1 ; : : : ; Yn) ÅFÇxÄGÍ�Ì1Ô*Í�Á3ËFÌ1ÇIÌvÄ*Á3Î%ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç7IIH=NVI˜d�2 Yi

4�I‚Í�Ì Yi
É3ÏIÌsÁÃÑ¡ÄBÉ3ÅFÂ�ÌvÈ�Î�ÏGÁ5A ÄGÍ�Ì X j

Ñ)BáÉKÊ8Í�É3Â�ÐÃÌsÁ3Î(ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç'4 �ŠÁ¡Ó�ÄBÍ¡ÌsÂ�ÁÃÏKA\É3Ë
Î�ÁÃÏKA ÅFÇ1Ê8Í�É3ÏBÉŒÊ�D

ÄGÌ�ÏGÅ�U�ÌvÈ×Ñ)B²ÄGÍ�Ì>Î�É3ÊvÄ‚ÄGÍ�ÉŒÄ _Yi
È�Á�Ì�Ç‚Â�Á3Ä*È¡Ì�Ö�Ì�Â�È´ÁÃÂ Yi

4 l�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�Ð¯ÄBÍ�Ì|Æ�ÇIÆ�É3ËHA#ÌvÄBÍ¡ÁŠÈ Wf_

8;[

Ó

ÁÃÂ¡Ì¯Ê�É3Â´Ê8Í�Ì�Ê8â•ÄBÍ�ÉŒÄ*ÇVB�ÇIÄGÌ,A a Y�4†ß9bWÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�Ç”ÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐdA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ

~m = dY1 : : : dYn :

CZÁ7Ô|Ó
ÔWÌ#ÔmÉ3Â�Ä�ÄBÁ�Ñ¡Æ�ÅFË¥ÈRA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ#ÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç,4
Þ>Â�Ì#Ê ÉŒÂ�Â�Á3ÄGÅFÊ�ÌsÄGÍ�ÉŒÄ¯ÄBÍ�Ì

ÇsBŠÇjÄBÌ'A ajYT4?ß9bXÅFÇ¢ÉÛÈ�Å¦ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�Ì�DzÎ�ÏGÌvÌ×È�B�Â�É(A\Å¥Ê É3ËmÇsB�ÇIÄBÌ'A�4mo×É3Â)BlÔmÉ
B�Ç#ÄGÁ Ñ¡Æ�ÅFË¥È�ØÃÁÃË¥ÆTA\Ì�D

Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ�Å¥Â�Ð�ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç”Î�ÁÃÏ1ÄGÍ�ÅFÇ°â³ÅFÂ¡È ÁŒÎWÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç°É3ÏIÌ¢â�Â¡ÁbÔ*Â"W•ßÃß

[

4‡Õ˜ÂÛÄBÍ�Å¥Ç|É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì3Ó�ÔWÌ

ÄBÉ3â3Ì¢É3ÈŠØ3ÉŒÂ³ÄBÉ3ÐÃÌ�Á3ÎSÄBÍ�Ì�Î�É3ÊvÄZÄBÍ�ÉŒÄ1ÄBÍ�Ì�ÇVB�ÇIÄGÌ,A ajYT4†ß5b”ÅFÇuA\Á3ÏGÌ�ÄGÍ�É3ÂÚÈ¡Å¥ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�DœÎ�ÏIÌ�Ì3Ó[Å¥ÄZÅFÇ

Å¥ÂÛÉ²Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë
Î�ÁÃÏVA�4 6 ÌXÎ�ÁÃËFË¥Á7Ô É²Æ�ÇGÆ�É3ËtA#ÌvÄGÍ�ÁŠÈ W _

8 [

Ó[É3Â�ÈÛÑ�Æ�Å¥ËFÈ�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç”Ñ)B I�ÏIÁ3ÄGÄGÌ�Ï

Î�É3Ê5ÄBÁÃÏIÅ�U�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç|Á3Î \%ÅFÁ3Æ¡Ø�ÅFËFË¥ÌÒÖ�ÏIÁÃÖ�É3Ð�É
ÄBÁÃÏIÇ,4MI‚Í�ÅFÇ�ÐÃÅ¥Ø3Ì�Ç¯ÇGÅ�A\Ö�Ë¥Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç°Ñ�B ÇIÆ�Ê�ÊvÌ�ÇGÇIÅ¥Ø3Ì

ÄGÏBÉ3Â�ÇIËÙÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç"!

e� t L ef f =
Y

k

e� tp( k ) Gp( k ) @Yp( k ) :

I‚Í�Ì kth ÁÃÖ�Ì�ÏBÉ
ÄBÅFÁ3Â Å¥ÇÒÉ´ÄGÏBÉ3Â¡ÇGËÙÉ
ÄBÅFÁ3Â ÁÃÂ ÄBÍ�Ì\Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌ Yp(k)
Ó
Ô*Í�Ì�ÏIÌ p(k) ÅFÇXÉ×ÇGÆ¡Ñ�ÇGÊvÏGÅFÖŠÄ

Å¥Â [1; n] 4]I‚Í�ÅFÇ¯ÄBÏBÉŒÂ�ÇGËFÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�ÇsÄGÍ�Ì A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ ~m Ó�ÇIÅFÂ�ÊvÌ²Å¥Ä�ÏGÌ�É3È�Ç Yp(k) ! Yp(k) +
� tp(k) Gp(k)

4#�ŠÁ¢ÄBÍ�Ì|ÊvÁ9A\Ö¡ËFÌvÄGÌ°ÁÃÖ�Ì�ÏBÉ
ÄBÁÃÏ e� t L ef f É3Ë¥ÇGÁ¢Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�ÇZÄGÍ�ÌnA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ ~m 4

w2w%$
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\%ÌvÄ•Æ�ÇKÂ�Á7Ô Ñ�ÏIÅFÌ��TBNÈ¡ÅFÇGÊvÆ�ÇGÇ²ÄGÍ�ÌÚÌ�i¡Å¥ÇIÄGÌ�Â�ÊvÌÛÁ3Î�É ÄBÏGÉ3Â�ÇIÎ�Á3ÏKA\ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂNÇIÆ�Ê8Í É3ÇKÄBÍ¡ÌÛÁÃÂ�Ì

ÊvÁÃÂ�ÇGÅ¥È�Ì�ÏIÌ�ÈÜÉŒÄÒÄGÍ�Ì²Ñ�Ì�ÐÃÅ¥Â�Â�Å¥Â�ÐÚÁ3Î‚ÄGÍ�ÅFÇÒÇIÌ�Ê5ÄBÅFÁ3Â 4.Õ˜ÇÒÅ¦ÄsÉ3Ë¦ÔmÉ
B�ÇsÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì\ÄBÁSQ�Â�È�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ

Yi
ÇGÁÛÄBÍ�ÉŒÄÒÄBÍ¡Ì•È�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇsÁ3Â�ÄBÍ�ÌvÇGÌ,Â�ÌvÔ ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇXÅ¥ÇÒÅFÂ•ÉÛÂ�ÁÃÏVAKÉŒË:Î�ÁÃÏVA��•Õ˜Â•ÐÃÌ�Â�ÌvÏBÉ3Ë	Ó

Å¦Ä>ÅFÇ1Â�Á3Ä°Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì�ÄGÁ²Í�É ØÃÌ#É3ÂÚÌ�iŠÖ�ËFÅ¥Ê�Å¥Ä1Ì�iŠÖ�ÏIÌ�ÇGÇIÅFÁÃÂÛÎ�ÁÃÏ1É²ÐÃÁ�ÁŠÈÚÊ8Í�É3Â�ÐÃÌsÁ3ÎSØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç'4 ��Á�Ó

Å¥Â�ÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉŒËzÓ�Å¥ÄÒÅ¥ÇXÂ�ÁŒÄÒÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì\ÄBÁ�Ì�iŠÖ�ËFÅ¥Ê�Å¦ÄBË�B�ÄBÏBÉŒÂ�ÇIÎ�ÁÃÏVA É×È�B�Â�É5A#ÅFÊ�Ç�ÇGÆ�Ê8ÍÜÉ3Ç��

]

4 a YT4XN.b

Å¥Â³ÄGÁ#ÉÒÂ�ÁÃÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏKA È�B�Â�É5A#ÅFÊ�Ç‚ÇIÆ�Ê8Í×É3Ç��

]

4]ajYT4?ß9b�4 =”Á7ÔWÌ5ØÃÌ�ÏvÓ�Î�ÁÃÏmÇGÁ5A\Ì°Ö�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Æ�ËFÉ3ÏWÊ�É3ÇGÌvÇ�Ó

ÇIÆ�Ê8ÍNÉ´ÄBÏBÉŒÂ�ÇIÎ�ÁÃÏVAKÉ
ÄBÅFÁ3Â Ì�i¡Å¥ÇIÄGÇ¢É3Â�È�Ê�É3ÂlÑ�ÌKÌ�iŠÖ�ËFÅ¥Ê�Å¦ÄBË�BÛÔ*ÏIÅ¥ÄIÄBÌ�Â%4.Õ˜Â�ÄBÍ¡ÌKÎ�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�Ð´Ö�É3ÏjÄBÇ

Á3ÎSÄGÍ�ÅFÇZÉ3ÏjÄBÅFÊvËFÌŒÓ�ÔWÌ�Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏ1ÇIÖ�ÌvÊ�Å�Q�ÊXÌ�i¡É5A#Ö�Ë¥Ì�Ç”Á3ÎSÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇpa’ÄBÍ�Ì�ÁÃÂ�Ì�ÇZÆ�ÇGÆ�É3ËFËXB•Æ�ÇGÌvÈÚÄBÁ

ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌkC�� I É3Â�È�CnY@IQÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�Ë¥Ì�Ç	b_Ó�É3Â�È,ÔWÌ¯Ì�iŠÖ�Ë¥ÅFÊ�Å¦ÄBËXB\ÄGÏBÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA ÄBÍ�Ì'A ÅFÂ�ÄBÁ¢Â�ÁÃÏVAKÉŒË

Î�ÁÃÏVA È�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ,4

¶�
�� � �%À�� ����� ����� �5Àv¿ �|º
À5¼�¹

I�Á•Å¥ËFË¥Æ�ÇIÄGÏBÉŒÄGÌ¯Á3Æ�Ï>Ö�Æ�ÏIÖ�Á3ÇGÌ3Ó�ÔWÌsÊvÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏ$CZÁÃÇ21�DF=ZÁ�ÁbØ3Ì�Ï°Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4�?‚ÊvÄGÆ�É3ËFËXBÃÓ�ÔWÌ¢ÉŒÏGÌ

ÐÃÁ3ÅFÂ�ÐÚÄGÁáÔxÁÃÏIâ�ÁÃÂÜÉÛÇGÅ�A#Ö�Ë¥Å�Q�ÌvÈ�Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌ•ÁŒÎZÄGÍ�Ì�ÇIÌ´Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4 �ŠÁÛÔWÌ,ÇGÅ�AÒÆ�ËFÉŒÄBÌ•ÉÛÁÃÂ¡Ì�D

È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�É3Ë�Ö�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ°ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È•Ô*Å¥ÄGÍ×ÉsÄBÍ¡Ì�ÏKA#ÁÃÇjÄ8ÉŒÄ*Á3ÎtCZÁ3Ç31�DF=ZÁ�Á7ØÃÌ�Ï Wf_

8;[

!

_q =
p
m

;

_p = F (q) �
p�

Q
p;

_p� =
p2

m
� kB T;

_� =
p�

Q
:

a YT4fh)b

=”Ì�ÏGÌŒÓ�ÄGÍ�Ì|Ö�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ°Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ,ÅFÇ qÓ�Å¦ÄBÇ‚Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ•ÅFÇ p Ó�É3Â�È´Å¥ÄBÇ A\É3ÇGÇ*Å¥Ç m 42I‚Í�Ì|ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉ"D

ÄGÆ�ÏGÌ#ÅFÇ T Ó
É3Â�È kB
ÅFÇ°ÄBÍ¡Ì LWÁ3Ë¥Ä U'AKÉŒÂ�ÂáÊ�ÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä,4]I‚Í¡Ì#Î�ÁÃÏIÊ�ÌvÇXÉ3ÏIÌ F (q) = � V 0(q) 4HI‚Í�Ì

ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8ÉŒÄxÇIÄBÉŒÄBÌ”ÅFÇ(È�Ì�Q�Â�ÌvÈ²Ñ)BsÄ˜ÔWÁXØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�ÇvÓ � É3Â�È p�
4)I‚Í�ÌZÖ�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ‚Å¥Ç:ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È#ÄBÁ|ÄBÍ�Ì

ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8ÉŒÄ.Ñ)B¯ÄGÍ�ÌxØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ p�
ÓŒÉ3Â�È Q Å¥Ç.É”Ê�ÁÃÆ¡Ö�ËFÅ¥Â�ÐZÖ�É3ÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�Ï a�Å¥Ä�Ê�É3ÂÒÑ�ÌWÊ�Á3Â�ÇGÅ¥È�Ì�ÏIÌ�È¢É3Ç

ÄGÍ�Ì�ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8ÉŒÄ�A\É3ÇGÇ b�4�ÕœÄ”ÅFÇ”â³Â�Á7Ô*Â�ÄBÍ�É
ÄZÇsB�ÇIÄBÌ'A ajYT4fh)bmÖ�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÇ>ÄBÍ�Ì|Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�ÐsÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B

É3Â¡È�A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

H 0 =
p2

2m
+ V(q) +

p2
�

2Q
+ � kB T;

m0 = e� dq dp dp� d� :
I�Á¢Ñ�Ì°Ìvà#Ê�Å¥Ì�Â�Ä Ó�ÉŒÂ×ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA ÅFÂ A#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3ÏWÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç*É3Ö�Ö¡ËFÅFÌvÈ²ÄBÁ��

]

Ç,4]a Y�4 h)bWÍ�É3ÇmÄBÁ

Ì�i�ÉŒÊvÄBËXB�Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌsÄBÍ�ÌeA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ m0
4�?‚ÊvÄBÆ�É3ËFËXBÃÓ�Î�ÁÃÏ A\É3Â)B×È�B�Â�É5A#ÅFÊ ÉŒË�ÇsB�ÇIÄBÌ'A\ÇvÓ[ÄBÍ¡ÌÒÇBÉ5A#Ì

É3Ö¡Ö�ÏGÁ�ÉŒÊ8Í�Í�É3Ç*Ñ�Ì�ÌvÂ×Æ�ÇIÌ�È 4�I‚Í�Ì|Ê�Á3Â³ÄGÅFÂ³Æ�ÁÃÆ¡ÇZÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç‚Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�Ç°É-A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ3Ó�Á3Â�Ì|Í�É3Ç‚ÄBÁ

Q�Â¡ÈÚÉ3Â×É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄBÍ�É
ÄZÌ�i¡É3ÊvÄGË�B,Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�Ç1ÄGÍ�ÅFÇ A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ(4 I‚Í�Ì�È¡ÅFÇGÊvÏGÌ5ÄBÌ¯Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3É
ÄBÅFÁ3Â×Á3Î

É A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌÒÇIÅ�A#ÅFËFÉ3Ï‚ÄBÁ m0
Ê É3ÂáÑ�ÌÒÊ8Í�ÌvÊ8â3Ì�È�É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3ËFËXB•ÁÃÏ>Â³ÆTA#Ì�ÏIÅFÊ ÉŒËFË�B54�Õ˜ÂÚÄGÍ�ÅFÇ>É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì

ÔxÌ1Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌZÉ¯Æ¡Â�Å�Q�ÌvÈ²É3Ö¡Ö�ÏGÁ�ÉŒÊ8Í\ÄBÁ¯È�ÌvÇGÅFÐ3Â A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ”ÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä(ÏGÌ5ØÃÌ�ÏIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ”ÅFÂ�ÄBÌvÐÃÏBÉ
ÄBÁÃÏIÇ,4%�ŠÁ

Â�Á�@¯d98UT52 IK<KL58;<?L�Ê8Í�Ì�Ê8â•Å¥Ç‚ÏGÌ

]

Æ¡ÅFÏGÌvÈ�ÉŒÂ�B�A#ÁÃÏGÌ(4

w2w! 
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\%ÌvÄ”Æ�Ç”É3Ö�Ö�ËXB²ÁÃÆ¡Ï A\Ì5ÄBÍ�Á�È•ÄBÁsÄBÍ�Ì|ÇsBŠÇjÄBÌ'A ajYT4fh)b�4�6 Ì|ÅFÂ�ÄBÏIÁŠÈ¡Æ�Ê�Ì

~p = e� p: a YT4;Y�b

I‚Í�ÌvÂ×ÄGÍ�Ì°Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ (q; ~p;p� ; � ) ÇBÉ
ÄBÅFÇjÎ B

_q =
~p
m

e� � ;

_~p = e� F (q);

_p� =
~p2

m
e� 2� � kB T;

_� =
p�

Q
:

a YT4 _9b

C”ÁbÔ|Ó�ÔWÌZÍ�É ØÃÌ°É¯È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇIÄGÌ,APÅFÂ²É¯Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�ÁÃÏVA�4%��Á�ÓŠÅ¦Ä:ÅFÇ:Ê�ËFÌ�É3Ï(ÄBÍ�ÉŒÄxÄBÍ�Ì�A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

~m = dq d~p dp� d�

Å¥Ç#Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È%4q6 Í�ÌvÂNÔ*ÏGÅ¦ÄBÅFÂ¡Ð ~m ÅFÂ•ÄBÍ¡Ì×ÁÃÏIÅFÐÃÅ¥Â�É3Ë:Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ�Ó�ÁÃÂ¡Ì×Ê�É3ÂNÊ8Í�ÌvÊ8âlÄBÍ�ÉŒÄ ~m =
m0

4vl�Æ¡ÏIÄBÍ¡Ì�ÏKA#ÁÃÏIÌ3Ó(Î�ÏGÁ9A ÄBÍ¡ÌÚÂ�ÁÃÏVAKÉ3Ë*Î�ÁÃÏVA×Ó(Ñ�Æ�Å¥ËFÈ�Å¥Â�Ð É!ÏGÌ5ØÃÌ�ÏIÇGÅ¥Ñ�ËFÌSA#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌÚÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Å¥Ç

]

Æ¡Å¥ÄBÌ°Ì�É3ÇVB54��ZÇGÅ¥Â�ÐsÄBÍ�ÌnI�ÏGÁ3ÄIÄBÌvÏ*Î�Á3ÏKAÒÆ�ËFÉ !

e� t (A+ B ) = e
� t
2 B e� tA e

� t
2 B + O(� t3); a YT4f:)b

É3Â¡È×Æ�ÇIÅFÂ�ÐsÄGÍ�Ì°Î�É3ÊvÄ*ÄBÍ�ÉŒÄ [ _q@q; _p� @p� ] = 0 Ó¡ÔxÌ|ÐÃÌvÄ

L = L1 + L2 + L3

Ô*Å¦ÄBÍ

L1 = _� @� ;

L2 = _~p@~p;

L3 = _q@q + _p� @p� :
6 Ì|Ê É3Â´Â�Á7ÔQÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌ 3! È�Å

`

Ì�ÏIÌ�Â�ÄZÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#ÇxÁ3Î�ÄBÍ¡Ì|Î�Á3ÏKA

e� t L ef f = e
� t
2 L a e

� t
2 L b e� tL c e

� t
2 L b e

� t
2 L a a YT4

8

b

Ô*Å¦ÄBÍ f a;b;cg = f 1; 2; 3g49?1Ë¥ËŠÄBÍ¡Ì�ÇGÌ”É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç.É3ÏGÌ A#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌ”Å¥Â�Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÂ³Ä,45l�ÏIÁ9A �

]

4�a Y�4 :)b_Ó

ÔxÌ�È¡Ì�È�Æ�ÊvÌ

e� t L ef f = e� t L + O(� t3): a YT4fZ)b

6 Å¦ÄBÍ•ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ (q; ~p; p� ; � ) Ó¡ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B,ÏGÌ�É3È�Ç

~H 0 =
~p2

2m
e� 2� + V(q) +

p2
�

2Q
+ � kB T:

w2w��
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ÕœÄ‚Å¥ÇxÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È,Æ�Ö²ÄGÁ�ÄGÍ�Ì>ÁÃÏIÈ�Ì�Ï 2 Å¥Â � t 4�l�ÁÃÏ:ÅFÂ�ÇjÄ8É3Â¡Ê�Ì3Ó�ÄBÍ�ÌZÖ�É3ÏjÄBÅFÊvÆ�ËÙÉŒÏ:Ê8Í¡ÁÃÅFÊvÌ (a;b;c) =
(1; 2; 3) ÅFÂ��

]

47a YT4

8

bWÐÃÅ¦ØÃÌvÇ*ÄGÍ�Ì°Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�ÐXÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA !

(1) � ! � +
1
2

� t
p�

Q
;

(2) ~p ! ~p +
1
2

� t e� F (q);

(3)

8
>>><

>>>:

q ! q+ � t
~p
m

e� � ;

p� ! p� + � t
�

~p2

m
e� 2� � kB T

�
;

(2) ~p ! ~p +
1
2

� t e� F (q);

(1) � ! � +
1
2

� t
p�

Q
:

�ŠÁ�Ó�ÄGÍ�Ì�È�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�Ç‚ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ�Ñ)B �

]

Ç'47a YT4 _9bmÅFÇ*Ì�i¡É3Ê5ÄBËXB²ÄBÍ�Ì¯ÇBÉ(A\Ì¯É3Ç‚ÄBÍ¡Ì�È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç*ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â

Ñ)B �

]

Ç,4�a Y�4 h)b_Ó�Ö�ÏIÁbØ�Å¥È�Ì�ÈlÄBÍ�ÉŒÄ p É3Â�È ~p É3ÏGÌ•Ë¥ÅFÂ�âŒÌ�È•É3ÊvÊ�ÁÃÏIÈ�ÅFÂ¡ÐáÄGÁ �

]

4�ajYT4fY)b�4 =”Á7ÔWÌ5ØÃÌ�ÏvÓ

ÔxÁÃÏGâ³Å¥Â�ÐÚÔ*Å¥ÄGÍ!Â�Ì5Ô ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç¯É3Ë¥ËFÁ7Ô*Ç�Æ¡ÇXÄBÁÚÈ¡Ì�ÏGÅ¦ØÃÌ A#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌKÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�ÄXÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç¯Å¥Â�É

]

Æ�Å¦ÄBÌ#ÇGÅ�A#Ö�Ë¥ÌÒÔmÉ
B94]I‚Í�Ì\Â�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3ËSÖ�ÏIÁÃÖ�ÌvÏIÄGÅFÌ�Ç|Á3ÎxÄBÍ�ÌvÇGÌKÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç°É3ÏGÌ#ÇIÄGÆ�È�Å¥Ì�È ÅFÂáÄBÍ�Ì

Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐÒÖ�É3ÏjÄBÇ*ÁÃÂ´ÇGÁ9A#Ì°Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌvÇ,4

l.ÅFÂ�É3ËFËXBÃÓ�ËFÌvÄ>Æ�Ç|Â�Á3ÄBÅ¥Ê�ÌÒÄGÍ�ÉŒÄ*A\Á3ÏGÌÒÇIÁÃÖ�Í�Å¥ÇIÄBÅ¥Ê ÉŒÄGÌ�È É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇZÄGÍ�É3ÂÛÄBÍ¡Ì#Á3Â�Ì¢ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â ÅFÂ

�

]

47a YT4

8

bmÉ3ÏIÌ|É3ËFÇIÁ#Ö�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ54Tl�Á3Ï‚ÅFÂ�ÇjÄ8É3Â�ÊvÌ3Ó�ÔxÌ|Ê É3Â,Ô*ÏGÅ¦ÄBÌ

e� t L ef f = e
� t
4 L a e

� t
2 L b e

� t
4 L a e� tL c e

� t
4 L a e

� t
2 L b e

� t
4 L a :

ÕœÄsÅ¥ÇÒÉ3Ë¥ÇGÁÚÖ�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ\ÄGÁÚÆ�ÇIÌ•É��:ÁÃÇIÍ�ÅFÈ�É.D �ŠÆTUvÆ�â³ÅWË¥ÅFâ3Ì\È�Ì�ÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ Wfh

8

Ó	:9P¡Ó	:5Z

[

4]I‚Í�É3Â¡â�Ç

ÄGÁ�ÄBÍ¡Ì�ÇGÌ A\ÁÃÏIÌ*Ê�Á9A#Ö�ËFÌ�i#È�Ì�ÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�ÇvÓ�Ì�Â�ÌvÏGÐ5B#ÊvÁÃÂ�ÇGÌvÏIØŒÉŒÄGÅFÁÃÂ\Ö�ÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅ¥Ì�ÇxÉ3ÏGÌ”Ö�ÏGÁ3Ñ�É3Ñ�ËXB

Ñ�ÌvÄIÄBÌ�Ï'4

¶�
˜¶ � �*¹��m»����5À�� �*½ � �¯¾����%À ��¹ � ¼ � �*¹¢º�� ���m»�� ¼ �%º��°º%º
Àv¹��

�
	���	�
 ������������������� ������� �"!$#�#&% ' (
)+*"�,��-/.10

\%ÌvÄ‚Æ�Ç‚Â¡ÁbÔ Ä8ÉŒâ3Ì>ÄBÍ¡Ì°Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌ>ÁŒÎ�ÄGÍ�Ì

`

Ì�Â�ÌvÏBÉ3Ë¥Å�U�ÌvÈ

`

É3Æ�ÇGÇIÅÙÉ3Â!o´Á9A\ÌvÂ�Ä I‚Í�Ì�ÏVA\Á3ÇIÄ8É
ÄVD

ÄGÅFÂ�Ð/a

`k`

o�I�bxÌ

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4¡Õ˜Â•ÄBÍ�Å¥ÇWÊ�É3ÇGÌŒÓ¡ÄBÏGÉ3Â�ÇIÎ�Á3ÏKA#ÅFÂ�Ð¯ÄBÍ�Ì°ÇsBŠÇjÄBÌ'A ÅFÂ�ÄGÁsÅ¥ÄBÇxÂ�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�ÁÃÏVA

Å¥ÇtA#ÁÃÏGÌ:Ê�Á9A#Ö�Ë¥Ì�i|ÄBÍ�É3ÂÒÅFÂ¯ÄBÍ�ÌWÇGÅ�A#Ö�Ë¥Ì:Ì�i¡É5A\Ö¡ËFÌ:È�Ì�ÇIÊ�ÏGÅ¥Ñ�ÌvÈsÅFÂ¯ÄBÍ�ÌxÑ�ÌvÐÃÅFÂ�Â¡ÅFÂ�ÐZÁ3Î�ÄBÍ¡ÌmÉ3ÏjÄBÅFÊvËFÌ(4

6!ÌZÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉ
ÄBÌ N Ö�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Æ�Ë¥Ì�ÇxÅFÂ d È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Ç'4�I‚Í¡Ì1ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉŒÄBÆ�ÏIÌ1Å¥Ç T Ó�É3Â�È²ÄBÍ¡ÌZÎ�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç

É3ÏIÌ32

i ( 4 ) = �
@V
@4 i

( 4 ) 4�I‚Í�Ì

`*`

o�I È�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�Ç‚Å¥Ç"!

w2w 5
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_4 i =
�

i

mi
; 1 � i � N;

_
�

i = 2

i ( 4 ) �

 
MX

k=1

Rk

!
�

i ; 1 � i � N;

_p� k =
Sk

Ck� 1
� dN (kB T)k ; 1 � k � M :

a YT4f<)b

I‚Í�Ì¯Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�ÄBÇ (Ck)k�� 1
É3ÏIÌ¯Ð3Å¥ØÃÌvÂ×Ñ)B

C� 1 =
1

dN
; C0 = 1 ; Ck =

kY

j =1

(dN + 2j ):

6 Ì¯É3ËFÇIÁ#ÇIÌvÄ

S =
NX

i =1

� 2
i

mi
;

Rk =
Sk� 1

Ck� 1

MX

j = k

p� j

Qj
(kB T)j � k ; 1 � k � M :

6 Å¦ÄBÍlÄBÍ�Ì•Í¡Ì�ËFÖ•Á3Î”ÇIÁ9A\Ì M É3È¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Â�É3Ë:ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç � k
Ó.ÁÃÂ�Ì•Ê ÉŒÂ Q�Â�È Wf:)_

[

ÉÚÖ�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÈ

ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B´É3Â�È×ÉsÖ�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÈSA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ m0
4

I‚Í�ÌÒÖ�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç>È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇIÄGÌ,A Å¥Ç>Ê�Ë¥Ì É3ÏIË�B,Â�ÁŒÄ|ÉKÇVB�ÇjÄBÌ,A ÅFÂÛÉ\Â�ÁÃÏKA\É3Ë
Î�ÁÃÏKA´Ó�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì

_
�

i
È¡Ì�Ö�Ì�Â�È�Ç�ÁÃÂ

�

i
4%Õ˜Â!ÁÃÏIÈ�Ì�Ï°ÄBÁ,ÄBÏGÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA Å¦Ä|ÅFÂ�ÄBÁ´É,Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�ÁÃÏKA ÇsB�ÇIÄBÌ'A×Ó%ÔxÌKÉŒÈ�È M

ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç � k
Ó�Ô*Í�Á3ÇGÌ|È�B�Â�É5A#ÅFÊvÇZÉŒÏGÌ°ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â´Ñ)B

_� k = F k

h
( 4 i ) i =1 ;N ; (

�

i ) i =1 ;N ; (p� k )k=1 ;M ; (� k)k=1 ;M

i
;

Ô*Í�ÌvÏGÌ F k
ÅFÇ”ÉsÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â,ÔxÌÒÉŒÏGÌ|ÐÃÁÃÅ¥Â�ÐsÄBÁ3AKÉ3âŒÌ�Ö¡ÏGÌ�ÊvÅFÇIÌ�ËFÉŒÄBÌvÏ‚ÁÃÂ 4T6 ÌXÉ3Ë¥ÇGÁ#Â�Ì�ÌvÈ×ÄGÁ#ÄBÉ3â3Ì

ÇIÁ9A\Ì�ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉŒË‚Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç\ÁÃÂNÄBÍ¡Ì�ÇGÌáÉŒÈ�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�É3Ë‚Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ � k
4q6 Å¦ÄBÍÝÉŒËFË‚ÄBÍ�ÌvÇGÌÛÈ�É
Ä8É¡Ó:ÔWÌ

Í�É Ø3Ì×É×Â�ÌvÔ È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3ËxÇsB�ÇIÄBÌ'A×Ó�Ô*ÏGÅ¥ÄIÄBÌvÂ�Ô*Å¥ÄBÍ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç ( 4 i ;
�

i ; p� k ; � k) 47I‚Í�ÅFÇXÇVB�ÇIÄGÌ,A

Å¥Ç\Â�ÁŒÄ\Å¥ÂNÉ Â�ÁÃÏVAKÉ3ËmÎ�Á3ÏKA!4t6!Ì�É3ÏGÌ,ÐÃÁ3ÅFÂ�ÐáÄBÁáÄBÏGÉ3Â�ÇIÎ�Á3ÏKA Å¥Ä�Ó Q�Â�È�Å¥Â�Ð Â�ÌvÔ ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�ÇvÓSÅFÂ

ÁÃÏIÈ�Ì�Ï:Î�ÁÃÏSÄBÍ�ÌZÂ�ÌvÔ ÇsB�ÇIÄBÌ'APÄGÁ�Ñ�Ì”ÅFÂ²É¯Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�Á3ÏKA!49?‚ÊvÄGÆ�É3ËFËXBÃÓ�ÄBÍ¡ÌZÂ�Ì5ÔÝØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇSÔ*ÅFËFË�Ñ�Ì

( 4 i ; ~
�

i ; p� k ; � k) 4#�ŠÁ

�

i
ÅFÇ‚Ð3ÁÃÅFÂ�ÐÒÄGÁ¢Ñ�Ì|ÏGÌvÖ�ËÙÉŒÊ�Ì�È,Ñ)B ~

�

i
4

\%ÌvÄ”Æ�Ç*Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ°ÄBÍ¡Ì|Î�Á3ËFËFÁ7Ô*Å¥Â�ÐÒÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇmÎ�ÁÃÏ � k
!

_� 1 = ~R1;

_� k = e� 2(k� 1) (� 1+ � j 6= k ;j =2 ;:::;M
1

2( j � 1) ln � j ) ~Rk ; 2 � k � M :

ajYT4�N
P)b

w2w
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I‚Í�Ì¯Ì�iŠÖ�ÏIÌ�ÇIÇGÅFÁ3Â�ÇZÁŒÎ�ÄGÍ�Ì ~Rk
É3ÏGÌ°ÇIÅ�A#ÅFËÙÉŒÏ:ÄGÁ#ÄGÍ�Ì|Ì�iŠÖ�ÏGÌvÇGÇIÅFÁÃÂ�Ç”Á3Î�ÄBÍ�Ì Rk

!

~R1 =
MX

j =1

p� j

Qj
(kB T) j � 1;

~Rk = 2(k � 1)
~Sk� 1

Ck� 1

MX

j = k

p� j

Qj
(kB T) j � k ; 2 � k � M ;

Ô*Í�ÌvÏGÌ ~S =
NX

i =1

~
� 2

i

mi

4 �ŠÁ|ÄBÍ�Ì

]

Æ�É3Â�ÄGÅ¥ÄFB ~S ÅFÇ�ÄBÍ¡Ì”ÇGÉ5A#Ì*É3Ç S Ó3Ì�iŠÊ�ÌvÖ¡ÄxÄGÍ�ÉŒÄ(Å¦ÄSÅFÇSÈ�Ì�Q�Â�ÌvÈ\Î�ÏGÁ5A

ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç ~
�

i
Å¥Â�ÇIÄGÌ É3ÈÛÁŒÎSØ3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ

�

i
4%I‚Í¡ÌsÂ�ÌvÔ Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅFÁ3Â�Ç”É3ÏGÌÒË¥ÅFÂ�âŒÌ�È�ÄGÁ²ÄBÍ�ÌXÁÃËFÈÚÁ3Â�Ì�Ç

Ñ)B

~
�

i = e� �

i ;
Ô*Å¦ÄBÍ

� 1 = � 1;

� k =
1

2(k � 1)
ln � k ; 2 � k � M ;

� =
P M

k=1 � k :

ajYT4�N5N.b

\%ÌvÄ”Æ�Ç*Â�ÁŒÄBÅFÊvÌ°ÄBÍ�ÉŒÄ*Å¦Ä‚ÅFÇ‚Ö�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ>ÄBÁ¢ÏIÌvÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ°ÄBÍ¡Ì¯È�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�Ç‚ÁÃÂ � k
Î�ÁÃÏ k � 2 ÉŒÇ

_� k = e� 2(k� 1) ( � j 6= k ;j =1 ;:::;M � j ) ~Rk :

l�ÏGÁ5A ÄGÍ�ÅFÇZÌ

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÔxÌÒÊ�É3ÂÛÈ�Ì�È¡Æ�Ê�ÌXÄGÍ�ÉŒÄZÄBÍ�Ì�È�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇZÁ3ÎSÄBÍ¡Ì M ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç � k
ÏGÌ�É3È�Ç

_� k = Rk
4

\%ÌvÄ‚Æ�Ç‚Â¡ÁbÔ Ì�i¡Ö¡ËÙÉ3Å¥ÂKÄBÍ�Ì>ÄGÏBÉ3Â¡ÇIÎ�ÁÃÏVAKÉŒÄGÅFÁÃÂ%4�Õ˜Â²ÄGÍ�Ì°ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë�È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇIÄGÌ,A ajYT4 <9b5Ó _
�

i
È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�ÇÒÁ3Â

�

i
4
ÕœÄXÅ¥Ç°ÄBÍ³Æ�ÇXÂ�ÉŒÄBÆ�ÏGÉ3ËSÄBÁ×É3È�È ÄBÍ�Ì M ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç � k

È¡Ì'Q�Â�ÌvÈlÑ)B _� k = Rk
Ó

É3Â¡ÈÚÄBÁKÄGÏBÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA

�

i
ÅFÂ�ÄGÁ ~

�

i
É3Ê�ÊvÁÃÏGÈ¡ÅFÂ�Ð#ÄBÁ ~

�

i = e� 1+ :::+ � M
�

i
4�6!Ì¯ÔmÉ3Â�Ä°Â¡ÁbÔ ÄGÁKÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ

ÄGÍ�Ì|Ê�Á9A#Ö�ËFÌ5ÄBÌ°È�B�Â�É(A\Å¥Ê É3Ë‡ÇsB�ÇIÄBÌ'A ÁÃÂ�ËXB²Æ�ÇIÅFÂ�Ð¢ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ

(( 4 i ) i =1 ;N ; (~
�

i ) i =1 ;N ; (p� k )k=1 ;M ; (� k)k=1 ;M ) :

[*Ì,A#ÅFÂ�È¡ÅFÂ�Ð � Å¥ÇmÄBÍ�Ì|ÇIÆTA Á3Î�ÄBÍ�Ì � k
ÓŠÔWÌ¯ÐÃÌvÄ

_
4 i =

~
�

i

mi
e� � ; 1 � i � N;

_~
�

i = e� Fi ( 4 ); 1 � i � N;

_p� k =
~Sk

Ck� 1
e� 2k� � dN (kB T)k ; 1 � k � M ;

ajYT4�N7ß9b

É3Â¡È

_� k =
~Sk� 1

Ck� 1
e� 2(k� 1)�

MX

j = k

p� j

Qj
(kB T)j � k ; 1 � k � M :

w 
��
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�ŠÁ�ÄBÍ�Ì”ÇVB�ÇIÄGÌ,APÅFÇ:Â�Á3ÄmBÃÌ5Ä‚ÅFÂ\É�Â�Á3ÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏKA´Ó�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì _� k
È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�ÇmÁ3Â � k

a’Î�ÁÃÏ k � 2b�4�I‚Í�É
Ä

Å¥Ç>Ô*Í�B�ÔWÌ¢Â�ÌvÌ�ÈáÄBÁ•ÐÃÁ•Î�ÏGÁ5A ÄGÍ�Ì � k
ÄBÁ•ÄBÍ�Ì � k

Ó[È�Ì'Q�Â¡Ì�È É3Ç � k = e2(k� 1) � k a�Î�ÁÃÏ k � 2b�4

l�ÏGÁ5A ÄGÍ�ÅFÇ�È¡Ì'Q�Â�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó
Å¥Ä�Å¥Ç.Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥ÌxÄGÁ>Ô*ÏGÅ¥ÄGÌWÄBÍ¡ÌmÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ�ÁÃÂ � k
ÓŒÔ*Í¡ÅFÊ8Í¢ÅFÇ�Ì�i¡É3ÊvÄGË�B¯Ô*Í�ÉŒÄ

ÔxÌKÉŒÂ�Â�ÁÃÆ�Â¡Ê�Ì�È ÅFÂ �

]

4qa YT4XN�P)b�4%I‚Í�ÌvÂ ÄGÍ�Ì¢È�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ>Î�ÁÃÏ ( 4 i ; ~
�

i ; p� k ; � k) ÅFÇ°Ð3Å¥ØÃÌvÂáÑ�B�ÄBÍ�Ì

ÇsBŠÇjÄBÌ'A a YT4XN�P)b D�a Y�4�N9N�bFD�ajYT4XNbß9b�4�Þ>Â�ÌsÊ�É3ÂÛÊ8Í�Ì�Ê8âÚÄGÍ�ÉŒÄ°ÄGÍ�ÅFÇ>ÇIÌvÄ|Á3ÎxÈ�Å

`

ÌvÏGÌ�Â�ÄGÅÙÉ3Ë�Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç°ÅFÇ

Â�Á7Ô ÉsÂ�Á3ÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏVA ÇVB�ÇjÄBÌ,A!4�ÕœÄ”Ê�Ë¥Ì É3ÏIË�B\Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÇ1ÄBÍ�ÌnA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

~m = dN ~
�

dN
4 dM p� dM � :

ÕœÎ(ÔxÌXÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ�ÄGÍ�ÌdA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ ~m Ô*Å¥ÄGÍ�ÄBÍ�ÌXÁÃÏGÅ¥ÐÃÅFÂ�ÉŒË‡Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ�Ó�ÔWÌXÊ É3ÂÛÊ8Í�ÌvÊ8â�ÄBÍ�ÉŒÄ ~m = m0
Ó

Ô*Í�ÌvÏGÌ m0
ÅFÇ”ÄBÍ�ÌsÊvÁÃÂ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�È A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌÒÐÃÅ¦ØÃÌvÂÛÑ�BS\%ÅFÆÛÉ3Â¡ÈJI�Æ�Ê8âŒÌ�ÏVAKÉ3Â W;:)_

[

4�Õ˜Â É3È¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ‡Ó

ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B

~H 0 =
NX

i =1

~
� 2

i

2mi
e� 2� + V( 4 ) +

MX

k=1

p2
� k

2Qk

+ kB T
�

C0

C� 1
� 1 +

C1

C0

ln � 2

2
+

C2

C1

ln � 3

2 � 2
+ : : : +

CM � 1

CM � 2

ln � M

2(M � 1)

�
ajYT4�N
h)b

Å¥Ç”Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È%4�? Ö�ÏIÁŠÁŒÎ.Á3Î�ÄBÍ¡ÅFÇ‚Ê�Á3Â�ÇGÌvÏIØŒÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ,ÅFÇ*ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â,Å¥Â×ÉŒÖ�Ö�ÌvÂ�È�ÅOiRa�ÇIÌ�Ì �ŠÌ�Ê(42YT4 _�4 h)b�4

�
	���	�� ���"��! � -/.1����� ! 0��"� � 0

Þ>Â¢ÄGÍ�Ì�Å¥Ï�ÔWÌvÑ\ÇIÅ¥ÄGÌ WXN

[

Ó�l�ÏGÌvÂ�â3ÌvË�É3Â�È ��A#Å¥ÄSÖ�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ A\É3Â)BdA#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3Ï.È�B�Â�É(A\Å¥Ê�ÇSÊ�Á�È�ÌvÇ�Ó

Å¥Â�Ê�Ë¥Æ�È�ÅFÂ¡Ð#ÇIÁÃÆ�ÏIÊ�Ì�Ç'42I�Á#ÐÃÌvÄ*ÄGÍ�Ì�ÏIÌ�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇ*ÔxÌXÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�ÄZÅFÂ,ÄBÍ�Å¥Ç*É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì3Ó¡ÔxÌ|ÔWÁÃÏIâ3ÌvÈ�Î�ÏGÁ9A ÁÃÂ�Ì

Á3Î�ÄBÍ�ÌvÇGÌ|Ê�Á�È�ÌvÇ,4

6!ÌXÂ�Á7Ô ÔWÉ3Â�Ä>ÄGÁ•Ê�Á9A#Ö�É3ÏIÌ�ÄBÍ¡ÌsÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç*ÐÃÅ¥Ø3Ì�ÂÚÑ)BÚÁ3Æ�Ï A#ÌvÄGÍ�ÁŠÈ×Ô*Å¥ÄBÍáÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç

ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ Ñ)BJ\%Å¥Æ ÉŒÂ�È�I�Æ�Ê8âŒÌ�ÏVAKÉ3Â"W;:)_

[

4%6!ÌsÊ8Í¡ÁŠÁÃÇIÌsÄBÁ,ÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉ
ÄBÌXÁ3Â�ÌsÖ�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ/a N = 1b_Ó‡ÅFÂ

ÁÃÂ¡Ì¯È¡Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ a d = 1b5Ó�Å¥Â²ÄBÍ�Ì

]

Æ�É3ÏjÄBÅFÊ°È¡ÁÃÆ�Ñ�Ë¥Ì|ÔxÌ�Ë¥Ë‡Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë[ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â´Ñ�B !

V(q) = D0 (a2 � q2)2:

�”ÇGÆ�É3Ë¥Ë�B3Ó5A#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3Ï�È�BŠÂ�É5A\Å¥Ê�ÇSÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç�É3ÏIÌ Q�ÏGÇjÄSÄBÌvÇIÄBÌvÈsÔ*Å¥ÄBÍÒÄGÍ�Ì‚Í�É3ÏVA\Á3Â�ÅFÊ:Ö�ÁŒÄBÌ�Â�ÄGÅÙÉ3Ër4

=”ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�Ô*Í�ÌvÂ!Æ�ÇIÅFÂ�Ð•ÄGÍ�ÅFÇ°Ö�Á3ÄBÌvÂ�ÄBÅÙÉŒËzÓ�ÄBÍ�Ì¢ÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä$A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ¢Å¥Ç°É

`

É3Æ¡ÇGÇGÅFÉ3ÂÛÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â 4

6 Ì²ÔmÉŒÂ³ÄsÄGÁÚÄBÌvÇIÄ#É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç|ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â•Ñ)B�ÁÃÆ¡ÏdA\Ì5ÄBÍ�Á�È�ÁÃÂ A#ÁÃÏIÌ²È�Ì,A\É3Â�È¡ÅFÂ�ÐÚÖ�Á3ÄGÌ�Â�ÄBÅFÉ3ËFÇ'4

I‚Í�É
Ä,ÅFÇ\Ô*Í)B ÔxÌÛÊ8Í�Á�ÁÃÇGÌáÉ È�ÁÃÆ�Ñ�Ë¥Ì

]

Æ�É3ÏjÄBÅFÊ×ÔWÌvËFË1Ö�Á3ÄGÌ�Â�ÄBÅFÉ3Ë 4@6 ÌÚÔWÁÃÏIâgÔ*Å¦ÄBÍ D0 = 1 Ó

a = 1:5 ÓŠÉ3Â�È kB T = 1 4 �ŠÁ�Ó�ÄBÍ�Ì>Ñ�É3ÏGÏIÅFÌ�Ï:Í�ÌvÅFÐÃÍ�Ä‚Å¥ÇWÊ�Ë¥ÁÃÇGÌZÄBÁ 5kB T 4�Õ˜Â�Å¦ÄBÅÙÉŒË�ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇmÉŒÏGÌ

q(0) = 0 É3Â�È p(0) = 1 4%I‚Í³Æ�Ç�Ó
É
Ä1ÄBÍ¡ÌsÑ�ÌvÐÃÅFÂ�Â¡ÅFÂ�Ð\Á3ÎSÄBÍ�ÌsÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉŒÄGÅFÁÃÂ‡Ó�ÄGÍ�ÌÒÖ�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥ÌXÅFÇ1ÅFÂ

É²Â�Á3Â�D˜Ì

]

Æ¡ÅFËFÅ¥Ñ�ÏGÅ¥ÆTA Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó�É3Â�ÈÚÐ3ÁŠÌvÇ1ÄBÁ7ÔWÉ3ÏGÈÚÄGÍ�ÌÒÏGÅ¥ÐÃÍ�Ä1ÔxÌ�Ë¥Ë 4�Õ˜ÂÛÁÃÏGÈ�ÌvÏZÄGÁ•Ê�ÁÃÂ�ÄBÏIÁÃË
ÄBÍ�Ì

ÄGÌ,A#Ö�ÌvÏBÉŒÄGÆ�ÏGÌŒÓ�ÔxÌ>Æ�ÇIÌZÄ˜ÔxÁÒÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄBÇ a M = 2b�4 �

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡ÇxÁ3Î A\Á3ÄGÅFÁÃÂ#ÅFÂ#ÄBÍ�Å¥ÇxÊ�É3ÇGÌ>É3ÏGÌ

ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ´Å¥Â•É3Ö�Ö�Ì�Â¡È�ÅXiJa�ÇIÌ�Ì��ŠÌvÊ54TYT4 _�4?ß9b�4�6 Ì°ÇGÌvÄWÄBÍ�Ì$A\É3ÇGÇIÌ�Ç Q1
É3Â�È Q2

Á3Î%ÄBÍ�Ì>ÄGÍ�Ì�ÏVA\Á3ÇIÄ8É
ÄBÇ

É3ÊvÊ�ÁÃÏIÈ�ÅFÂ¡Ð¢ÄGÁKÉŒÈ¡Ø�ÅFÊ�ÌvÈ•Ø3ÉŒËFÆ�ÌvÇ W;:)_

[

Ó�ÇIÁ Q1 = 1 É3Â�È Q2 = 8=3 4

I�Á¯ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌ”ÄBÏBÉ��IÌ�ÊvÄGÁÃÏGÅ¥Ì�ÇvÓÃÄ˜ÔWÁXÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç�Í�É ØÃÌZÑ�ÌvÌ�ÂKÆ¡ÇGÌ�È%4�I‚Í�Ì�Q�ÏGÇjÄWÁ3Â�ÌZÅ¥Ç:É¯ÏIÌvØÃÌvÏsD

ÇIÅFÑ�Ë¥ÌuA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌZÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä:É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4ÃÕœÄxÅFÇ:ÐÃÅ¥Ø3Ì�ÂKÅ¥Â²É3Ö¡Ö�ÌvÂ�È�ÅXiSa�ÇGÌ�Ì��ŠÌ�Ê(4�Y�4 _�4?ß9b�4

`

Ì�Â¡Ì�ÏBÉŒËFË�B

ÇIÖ�Ì�É3â³ÅFÂ�Ð�Ó�ÔWÌXÍ�É ØÃÌÒÎ�Á�Ê�Æ�ÇIÌ�ÈÛÁÃÂSA#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌÒÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�ÊvÌ3Ó�É3Â�ÈÚÂ¡Á3Ä>ÁÃÂÛÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B×Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3É
ÄBÅFÁ3Â 4

w 
Hw
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�ŠÁ|ÄBÍ¡ÅFÇ(É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Å¥Ç(É|ÇIÅ�A#Ö�ËFÌWÁÃÂ�Ì*ÏBÉŒÄGÍ�Ì�Ï�ÄGÍ�É3Â\É°ÇGÁÃÖ�Í¡ÅFÇIÄGÅFÊ�ÉŒÄBÌvÈ#Á3Â�Ì*a�ÇIÌ�Ì*ÄBÍ�Ì*Ì�Â¡È\Á3Î �ŠÌvÊ54

YT4fhsÎ�ÁÃÏ A\Á3ÏGÌ>È�Ì5Ä8É3Å¥ËFÇ‚ÁÃÂ•ÄGÍ�ÅFÇ‚È�Å¥ÇIÄGÅFÂ�Ê5ÄBÅFÁ3Â2b�4

I‚Í�Ì¢Á3ÄBÍ¡Ì�Ï¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÅFÇZÄBÍ�Ì¢ÁÃÂ�Ì¢ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ Ñ)B \%ÅFÆáÉŒÂ�È�I�Æ�Ê8âŒÌ�ÏVAKÉ3Â Wf:9_

[

4%I‚Í�ÌKÉŒÆ¡ÄBÍ�Á3ÏGÇ

Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�Â�Ä*É|ÐÃÌ�Â�ÌvÏBÉ3Ë�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Æ�ÇIÅFÂ�Ð�É �:ÁÃÇGÍ�Å¥È�É"D �ŠÆTU�Æ¡â�Å�È�ÌvÊ�Á9A#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3Â�Wfh

8

Ór:5P

[

496 Ì*ÔWÁÃÏIâ

Ô*Å¦ÄBÍ nc = nsy = 1 4 6 Ì#Í�É7Ø3Ì+A\É3È�ÌsÄGÍ�ÅFÇ°Ê8Í�Á3ÅFÊ�Ì#ÅFÂáÁÃÏIÈ�Ì�Ï°ÄGÁ×ÊvÁ9A\Ö�É3ÏGÌsÁÃÆ¡Ï�ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA×Ó

Ô*Í�Å¥Ê8Í Å¥Ç²Â�Á3Ä,ÏIÌ É3Ë¥Ë�BgÅ�A#Ö�ÏGÁ7Ø3Ì�ÈÝÅFÂ ÄGÌ�ÏVA Á3Î¯Ì�Â�ÌvÏGÐ5B Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3É
ÄBÅFÁ3Â‡ÓWÔ*Å¥ÄGÍ É3Â É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA

Í�É Ø�ÅFÂ¡Ð,ÄGÍ�ÌsÇBÉ(A\ÌXÎ�Ì�ÉŒÄBÆ¡ÏGÌ54%Þ>Î:ÊvÁÃÆ�ÏGÇIÌ3Ó‡Å¦Ä°ÅFÇ>É3ËFÇIÁ²Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ�ÄBÁ•Æ�ÇIÌ\É �:Á3ÇGÍ�Å¥È�É"D ��ÆTU�Æ�â³Å�È¡Ì�D

ÊvÁ9A\Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂ•ÁÃÂ,Ñ�Á3ÄBÍ´É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç,4

l�ÁÃÏ.ÄBÍ¡Ìu\%Å¥Æ¢É3Â�È3I�Æ�Ê8âŒÌ�ÏVAKÉ3Â\É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA´ÓbÅFÂ�Å¦ÄBÅFÉ3ËŠÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç.Î�ÁÃÏ�ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄSØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ

É3ÏIÌ � 1(0) = � 2(0) = 0 ÉŒÂ�È p� 1 (0) = � p� 2 (0) = 1 4
l�Á3Ï[ÄBÍ�ÌcA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌSÅ¥Â�Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÂ³Ä%É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA´Ó

Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3ËŒÊ�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç�É3ÏIÌ � 1(0) = 0 Ó � 2(0) = 1 É3Â�È p� 1 (0) = � p� 2 (0) = 1 4.I‚Í�Æ¡Ç�ÓŒÄGÍ�Ì:Ì�Â�ÌvÏGÐ5B

Í�ÉŒÇ>ÄBÍ�ÌsÇGÉ5A\ÌXÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉŒË
ØŒÉ3Ë¥Æ�ÌÒÅ¥ÂÚÑ�ÁŒÄBÍÛÇGÅ�AÒÆ�ËFÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4 6 Å¦ÄBÍÛÑ�Á3ÄBÍáÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇvÓ�ÔxÌsÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌ

ÄGÏBÉ �IÌvÊvÄBÁ3ÏGÅFÌvÇ*Á3Î.Ë¥Ì�Â�ÐŒÄBÍ 2:5106 ÇIÄBÌvÖ�Ç�Ó�Æ�ÇIÅFÂ�Ð#ÉÒÄBÅ�A\Ì1ÇIÄBÌvÖ�Á3Î � t = 0:0014

6 Å¥ÄGÍ¢ÄGÍ�ÅFÇ(È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç�Ó³ÉŒÂ�É3Ë�B³ÄGÅFÊ ÉŒË�Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅFÁÃÂ¢ÉŒÂ�ÈKÅ�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂÒÈ�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂsÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ¡ÇxÉŒÏGÌ

â³Â�Á7Ô*Â 4(?1Ç.ÄGÍ�ÌWÖ�Á3ÄBÌvÂ�ÄBÅÙÉŒË�ÅFÇ�ÇVB�A+A#ÌvÄGÏGÅ¥Ê3Ó7ÄBÍ�ÌxÖ�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ(ÇGÖ�Ì�Â¡È�ÇSÌ

]

Æ�É3ËŠÉ5A#ÁÃÆ�Â�ÄBÇ�Á3Î�ÄGÅ�A#ÌxÅ¥Â�ÄBÁ

Ñ�Á3ÄBÍsÔxÌ�Ë¥ËFÇ�a�Ë¥ÌvÄSÆ¡Ç:Â¡Á3ÄBÅ¥Ê�ÌmÄBÍ�ÉŒÄSÄBÍ�Ì‚Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥ÌmÍ�É3Ç(ÌvÂ�ÁÃÆ�ÐÃÍ¢ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5BÒÄBÁ|ÊvÏGÁÃÇIÇ(ÄGÍ�Ì*Ñ�É3ÏIÏGÅFÌvÏ	b�4 �ŠÁ

ÄGÍ�Ì¢É3Â�É3ËXB³ÄBÅFÊ�É3Ë�Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ×È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ´Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂÛÅ¥Ç>ÇVB�A3A\Ì5ÄBÏIÅFÊ54�l�ÏGÁ9A É²Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë�Ö�Á3ÅFÂ�Ä

Á3Î�Ø�ÅFÌvÔ|Ó�Ð3ÌvÄGÄGÅFÂ�ÐÒÄGÍ�Ì|Ö�ÏGÁ3Ö�ÌvÏ*Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ,ÅFÇ*ÉsÊ8Í�ÉŒËFËFÌvÂ�ÐÃÌ(4

[”ÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ•ÁÃÂÝÖ�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂ È�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂNÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç•É3ÏIÌÛÐÃÅ¥Ø3Ì�Â ÅFÂ l�ÅFÐT4mYT4XN94*Þ>Â�ÌÛÊ ÉŒÂ ÇIÌ�Ì

ÄGÍ�Ì´Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�Ç¢ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌvÈNÑ)BlÄBÍ¡Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇvÓ.É3ÇsÔxÌ�Ë¥ËZÉŒÇ¢ÄGÍ�Ì×É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3ËWÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ%4@CZÁ

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÐÃÅ¦ØÃÌvÇZÉ¢Ö�Ì�ÏIÎ�ÌvÊvÄGË�B•ÇsB�A3A#ÌvÄBÏIÅFÊ�É3Ë[Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4 =”ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�ÄGÍ�ÌXÉŒÇVB�A+A#ÌvÄGÏVBKÅFÇ*ËFÁ7ÔxÌ�Ï

Î�ÁÃÏmÄGÍ�ÌnA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ|ÅFÂ�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Â�Ä*É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4

?1Â�ÉŒË�B³ÄBÅ¥Ê É3Ë

Ë 4 Ä
4
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A�4£Å 4
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�:9<;=%>+�������%?���:@
+-���3+-�:�?A&ACBEDF+-'�46
�������$�;HG��7
�'����I'����!%KJL+-�!�M�*9<NO���P+-�!�PD5�! �Q6%"��;R+-�SA&ACBED

+-'�46
�������$�;TGU'�
���4R�!+���$!%8�V'����!%KJXW! 8
�;Y0,+-��%8��.#����$Z��$!%)+-�,+-'�9*���� >+-'5��%8����'��[G���$!
����\�!+���$!%8��'����!%KJX]
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]

Æ�É3Â�ÄBÅ¦ÄFB < f (q) � f exact (q) > (t) ÉŒÇ°É\Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂÚÁ3ÎSÄGÅ�A#Ì54

I‚Í�Å¥Ç

]

Æ�É3Â�ÄBÅ¥ÄFBáÅ¥Ç|É3Â Ì�ÇIÄGÅ�A\ÉŒÄBÁ3Ï>Á3Î:ÄBÍ�Ì¢È�Å

`

ÌvÏGÌ�Â¡Ê�Ì#Ñ�Ì5Ä˜ÔWÌvÌ�Â ÄGÍ�Ì\É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3Ë.È�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ

Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ´É3Â�È,ÄBÍ�Ì|Ê�É3ËFÊvÆ�ËÙÉŒÄGÌ�È•Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó�É3Â¡È´Å¦Ä*ÅFÇ‚È�Ì�Q�Â�ÌvÈ W;:)_

[

Ñ)B

< f (q) � f exact (q) > (t) =
1

N (t)

N (t)X

i =1

�
� f t (qi ) � f exact (qi )

�
� :

?mÄ>ÄGÅ�A#Ì t Ó N (t) Ñ�Å¥Â�Ç1Í�É7Ø3ÌsÑ�ÌvÌ�ÂáÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌvÈ 4�6 Å¦ÄBÍ�ÄGÍ�Ì�ÇIÌsÑ�ÅFÂ�ÇvÓ[Å¦Ä1Å¥Ç1Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì�ÄBÁ•Ê�É3ËFÊvÆ�D

ËFÉŒÄBÌXÉ²È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ´Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�Ô*Í�Å¥Ê8ÍÛÅFÇ f t
4�6 ÌÒÊ ÉŒÂÛÇGÌ�ÌÒÄGÍ�ÉŒÄZÄBÍ�ÌsÈ�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ´Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌvÈ,Ñ�B\ÄBÍ�Ì A\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ>ÅFÂ�ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�ÄWÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç A#ÁÃÏGÌ

]

Æ�ÅFÊ8â³Ë�B#ÄBÁÒÄGÍ�Ì>Ö�ÏIÁÃÖ�Ì�Ï

ÁÃÂ¡Ì54��ŠÁ¡Ó[ÅFÂ×ÄBÌ�ÏVA ÁŒÎ(Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ×È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ´Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÄGÍ�ÌpA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌÒÅ¥Â³ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä1É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA

ÐÃÅ¦ØÃÌvÇ”Ñ�ÌvÄIÄBÌvÏ”ÏIÌ�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇ,4

Ë 4 Ä
4

`k`

o�I

A�4£Å 4

`k`

o�I

< f (q) � f exact (q) >

ÄBÅ�A\Ì

ß9_5P9Pß5P9P5PN�_5P9PN�P9P9P_5P9PP

N

P�4fZ

P�4f:

P�4;Y

P�4?ß

P

�������

Y�4†ß

g�� 
��:@6%"��46%"�! 8% 
-�!��$!% 0 

��������
��L��������������������
��L�U���! "����
��!�1��
��1;=%>+�������% ���*@�+-���3+-�*�/A&ACBED

+-'�46
�������$�; G���
�'�����'����!%KJ�+-�!�V��
���N ��� +-�!�ZD5�! �Q6%"��;R+-�MA&A�B�D +-'�46
�������$�; G��!+���$!%8��'����!%KJ ��
�� ��$!%

��
�����'�%)(*�,+-������ �./%"'�'502
���%"�*���3+-' ]

6!Ì1ÇGÍ�Á7Ô ÁÃÂ l.Å¥ÐT4�YT4 hXÄGÍ�Ì>Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ#È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ¢Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�ÇmÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌvÈ•Ñ�B\ÄBÍ�Ì>É3ËFÐÃÁ"D

ÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇvÓ�É3Ç‚ÔWÌvËFË%ÉŒÇ*ÄGÍ�Ì¯É3Â�É3ËXB³ÄBÅFÊ�É3Ë[ÇIÁÃËFÆŠÄBÅFÁ3Â 4

I‚Í�Ìp\%ÅFÆÚÉ3Â�ÈJI�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂÚÅFÇZÊ�Ë¥ÁÃÇGÌvÏ1ÄBÁKÄGÍ�ÌsÉ3Â�É3Ë�B³ÄBÅ¥Ê É3Ë
ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ%4

=”ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�Ô*Í�ÌvÂ×Á3Â�Ì°ËFÁ�ÁÃâ³Ç‚ÉŒÄ‚ÄGÍ�Ì°Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Â�ÊvÌXÁ3Î
ÄBÍ¡Ì°Ê É3Ë¥Ê�Æ�ËFÉŒÄBÌvÈ•È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂKÎ�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

ÄGÁXÄBÍ�Ì1Ì�i¡É3ÊvÄmÁÃÂ�Ì3Ó¡É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç(Ö�ÌvÏIÎ�ÁÃÏVAKÉ3Â¡Ê�Ì�ÇWÉ3ÏGÌZÇGÅ�A\Å¥ËÙÉ3Ï'49I‚Í�Ì>ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�Ì|Ê É3Â•Ñ�Ì1ÌvÇIÄGÅXD

A\ÉŒÄBÌvÈ¢Ñ�BeAKÉŒÂ�B�ÔmÉ
B�Ç,496 Ì‚Ê ÉŒÂ#Ë¥ÁŠÁ3â�É
Ä�ÄBÍ�Ì

]

Æ�ÉŒÂ³ÄGÅ¥ÄFB < f (p) � f exact (p) > a�ÊvÎE4)l�ÅFÐT4"YT4;Y�b5Ó

Ñ�ÆŠÄ*É3ËFÇIÁsÉŒÄxÄBÍ�Ì A#Á9A#Ì�Â�ÄBÇxÁ3Î%ÄBÍ¡Ì1È�Å¥ÇIÄBÏIÅFÑ�ÆŠÄBÅFÁ3Â\Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4�I‚Í�Ì>ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡È!A#Á9A#Ì�Â�Ä a�Ô*Í�Å¥Ê8Í•ÅFÇ

Ë¥ÅFÂ�âŒÌ�È²ÄBÁ�ÄBÍ�Ì1ÄGÌ,A#Ö�ÌvÏBÉŒÄGÆ�ÏGÌ
bxÅFÇxÐÃÅ¥Ø3Ì�Â•ÁÃÂ/l�ÅFÐT4�YT4 _ŠÓŠÔ*Í¡Ì�ÏGÌ�É3ÇmÄBÍ¡Ì1Î�ÁÃÆ�ÏjÄBÍ A#Á9A\ÌvÂ�ÄWÅ¥ÇmÐÃÅ¥Ø3Ì�Â

ÁÃÂ�l.Å¥ÐT4�YT4f:�4�Þ>Ñ�Ø�ÅFÁÃÆ¡ÇGË�B3Ó�Ñ�ÁŒÄBÍ´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇWÍ�É Ø3Ì|ÄGÍ�Ì|ÇBÉ5A#Ì|Ö�ÌvÏIÎ�ÁÃÏVAKÉŒÂ�Ê�ÌvÇ,4
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�:9<;=%>+�������%?���:@
+-���3+-�:�?A&ACBEDF+-'�46
�������$�;HG��7
�'����I'����!%KJL+-�!�M�*9<NO���P+-�!�PD5�! �Q6%"��;R+-�SA&ACBED

+-'�46
�������$�;TGU'�
���4R�!+���$!%8�V'����!%KJXW! 8
�;Y0,+-��%8��.#����$Z��$!%)+-�,+-'�9*���� >+-'5��%8����'��[G���$!
����\�!+���$!%8��'����!%KJX]

Ë 4 Ä
4

`k`

o�I

A�4£Å 4
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< f (p) � f exact (p) >
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l.ÅFÂ�É3ËFËXBÃÓ�ËFÌ5Ä°Æ�Ç>Ð3Å¥ØÃÌXÏGÌ�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇ°ÁÃÂÚÄBÍ¡ÌsÊ�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3É
ÄBÅFÁ3ÂÚÁ3Î(ÄBÍ�ÌsÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B94%I‚Í�ÌsÌ�iŠÖ�ÏIÌ�ÇGÇIÅFÁÃÂáÁ3Î

ÄGÍ�Ì•Ê�ÁÃÂ¡ÇGÌ�ÏjØÃÌvÈgÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B�Å¥ÇXÐÃÅ¦ØÃÌ�ÂlÅ¥Â �

]

4 a YT4XN�h)b°Ô*Í�Ì�Â•Æ�ÇIÅFÂ�Ð×ÄBÍ�Ì•Â�Ì5Ô Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ,47\
Ì5ÄsÆ�Ç

Æ�Â¡È�Ì�ÏIËFÅFÂ¡Ì´ÄGÍ�Ì´Î�ÉŒÊvÄ#ÄBÍ�ÉŒÄ¢ÔxÌ�Í�É Ø3Ì�Ê8Í�ÁÃÇIÌ�ÂÝÅ¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3ËxÊ�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇÒÎ�ÁÃÏ#Ñ�Á3ÄBÍÜÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉ
ÄBÅFÁ3Â�ÇsÇGÁ

ÄGÍ�ÉŒÄ”ÄBÍ�Ì|ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë�ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì�Ç*Á3Î�ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B×É3ÏGÌ°ÄBÍ¡Ì�ÇGÉ5A\Ì�! ~H 0
mi (t = 0) = H 0

l t (t = 0) = 6:254

[*Ì�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇsÉ3ÏGÌKÐÃÅ¥Ø3Ì�ÂlÅFÂ^l.ÅFÐ�47YT4

8

4]I‚Í�Ì \%ÅFÆ�É3Â�È I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3ÂÜÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Ñ�ÌvÄIÄBÌ�ÏXÖ�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÇ

ÄGÍ�ÌÛÌ�Â�ÌvÏGÐ5B54 ?mÄ´É3ËFË*ÄBÅ�A\ÌvÇ�ÓxÅ¥ÄBÇKÂ�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë1ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B Å¥Ç²Ê�Ë¥ÁÃÇGÌÚÄGÁ�ÄBÍ�ÌÛÊvÁÃÏGÏIÌ�Ê5Ä•Ø3ÉŒËFÆ�Ì(4‚Þ>Æ�Ï

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A

]

Æ�Å¥ÄGÌ‚ÔWÌvËFË�Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÇWÄBÍ¡ÌZÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B¢Î�ÁÃÏSÄBÅ�A#Ì�Ç t � 180049?mÄ:ÄBÍ�É
ÄqA#Á9A#Ì�Â�Ä ÓÃÄGÍ�Ì�ÏIÌ

Å¥Ç|É,ÇIÆ�È�È�ÌvÂ!Ê8Í�ÉŒÂ�ÐÃÌ54Ml�ÁÃÏZÄBÅ�A#Ì�Ç t � 1800Ó[ÄGÍ�ÌsÂ³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë.Ì�Â�ÌvÏGÐ5BÛâŒÌ�ÌvÖ�Ç�ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä Ó
Ñ�ÆŠÄ

ÉŒÄ>É3Â�Á3ÄGÍ�Ì�ÏZØ3ÉŒËFÆ�Ì(4%=”ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ‡ÁÃÂ�ÌÒÊ�É3ÂÚÂ�ÁŒÄBÅFÊvÌ�ÄGÍ�ÉŒÄ>ÄGÍ�ÅFÇ”Ê8Í�É3Â�Ð3ÌsÍ�É3Ç1Â¡Á•Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ

]

Æ�ÌvÂ�Ê�Ì¢ÁÃÂ

ÄGÍ�Ì

]

Æ�É3ËFÅ¦ÄFBXÁ3Î�ÄBÍ¡Ì”È¡ÅFÇIÄGÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂXÎ�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇSÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌvÈ\Ñ)BsÁ3Æ�Ï(É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4�6!Ì‚Ê�É3Â\ÇIÌ�Ì‚ÄBÍ¡ÅFÇ

â³ÅFÂ¡È�Á3Î��˜ÇGÍ�Á�Ê8â��\Â�Ì�Å¦ÄBÍ�ÌvÏ�ÁÃÂ ÄBÍ�Ì#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3Â È�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂÛÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ a�ÇIÌ�Ì l�ÅFÐT4 Y�4†ß9b°Â�ÁÃÏ¯ÁÃÂ

ÄGÍ�Ì1Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂÒÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Çua�ÇIÌ�Ì l�ÅFÐÃÇ'4)YT4fY¡Ó�Y�4 _|É3Â�È+YT4 :9b�496 ÌZÄBÍ¡ÅFÂ�âXÄGÍ�ÉŒÄxÅ¥Ä(Ê�É3ÂKÑ�ÌZÖ�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ

ÄGÁ\Å�A\Ö�ÏIÁ7ØÃÌ°ÁÃÆ�Ï*ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA Ñ)B•Ê8Í�É3Â�ÐÃÅ¥Â�ÐsÄBÍ�ÌnI�ÏGÁ3ÄIÄBÌ�Ï*È�ÌvÊ�Á9A#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3Â²ÁÃÏGÈ¡Ì�Ï,4
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4

`k`

o�I

A�4£Å 4

`k`

o�I

Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B

ÄGÅ�A#Ì

ß9_5P9Pß5P9P5PN�_5P9PN�P9P9P_5P9PP

:�4?ß9_5P5h

:�4?ß9_5PÃß
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:�4†ß5_

:�4?ß(Y)<5<

:�4?ß(Y)<5Z

:�4?ß(Y)<

8
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�������
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b

Ç¯É3Â�È YSÍ�Å¥ËFÅFÖ¡Ö�Ì�	WÍ�É3ÏIÄGÅFÌvÏ1Î�ÁÃÏ>ÇjÄBÅ�AXÆ�ËÙÉŒÄGÅFÂ�Ð\È�ÅFÇED

ÊvÆ�ÇGÇIÅFÁÃÂ�Ç¢ÉŒÂ�È•Æ�ÇGÌ5Î�Æ�ËmÅFÂ¡È�ÅFÊ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç¯Á3Î‚ÄBÍ�Ì•Ë¥Å¥ÄGÌ�ÏBÉ
ÄBÆ�ÏIÌ54H6!Ì²ÔxÁÃÆ�Ë¥È•É3ËFÇIÁÚËFÅ¥â3Ì#ÄBÁÚÄBÍ�É3Â�âáÄBÍ�Ì

ÏIÌvÎ�Ì�ÏIÌ�Ì|Î�ÁÃÏ‚Í�Å¥Ç‚ÇGÆ�ÐÃÐ3Ì�ÇIÄGÅFÁÃÂ¡Ç,4
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Õ˜Â ÄGÍ�ÅFÇ|Ö�É3ÏjÄ Ó‡ÔxÌ\ÔWÉ3Â�Ä�ÄGÁ�ÇIÍ�Á7Ô Í�Á7Ô ÄBÁ×Ö�ÏGÁ�Ê�ÌvÌ�È ÄBÁ/Q�Â�È!Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç¯ÅFÂáÄBÍ�Ì#Â�ÁÃÏVAKÉŒË

Î�ÁÃÏVA Î�ÏIÁ9A ÄGÍ�ÌnCnY@I Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ¡ÄBÍ�É
Ä*ÇGÅ�AXÆ�ËÙÉŒÄGÌ1Ö�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥Ì�Ç‚ÉŒÄ*ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä*ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉŒÄBÆ�ÏIÌ|É3Â�È

ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä#Ö�ÏGÌvÇGÇGÆ¡ÏGÌ54 ��Á�Ó�ÔxÌ,ÇIÄBÆ¡È�B N Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì�Ç�ÅFÂ d È�Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ¡Ç�Ó
ÄBÍ�ÉŒÄsÉ3ÏGÌ•ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È�ÄBÁ

M ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄBÇ´É3Â�È ÁÃÂ�ÌáÑ�ÉŒÏGÁÃÇjÄ8ÉŒÄ,4 \
Ì5Ä N f
Ñ�ÌÛÄBÍ�ÌáÂ³ÆTAÒÑ�Ì�Ï,Á3ÎXÈ�Ì�Ð3ÏGÌ�ÌvÇ×ÁŒÎ�Î�ÏIÌ�Ì�È¡Á9A

Á3Î‚ÄGÍ�Ì²ÇsBŠÇjÄBÌ'A ÄBÍ�ÉŒÄ�ÔxÌ•Í�É ØÃÌ\ÄBÁ�ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8ÉŒÄGÌ547l�ÁÃÏ¯ÄGÍ�Ì CfY@IPÌ

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ.ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â!Ñ�ÌvËFÁ7Ô|Ó

N f = dN + 1 4

I‚Í�ÅFÇ‚Î�ÁÃÏVAKÉŒËFÅFÇVA ÉŒËFÇGÁ¢Å¥Â�Ê�Ë¥Æ�È�Ì�Ç‚ÄGÍ�Ì*C�� I Ì�Â�ÇIÌ,AÒÑ�Ë¥Ì54 I�ÁKÐÃÁ¢Ñ�ÉŒÊ8â²ÄBÁ#Å¥Ä ÓŠÔWÌnQ�ÏGÇjÄ1Â¡Ì�Ì�È

ÄGÁsÇGÌvÄ N f = dN 4�6 Ì>Â�ÌvÌ�È´É3Ë¥ÇGÁXÄGÁÒÇGÌ5Ä 1=W = 0 ÓŠÇGÁ V Ñ�Ì�ÊvÁ9A\ÌvÇ‚ÉXÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä
4TI‚Í¡ÌnC�� I

ÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�ËFÌ¯Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â�Ç‚ÁÃÂ�ËXB²ÅFÂ�Ø3ÁÃË¥Ø3Ì ( 4 i ;
�

i ; p� k ; � k) 4

6!Ì•ÊvÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏÒÄBÍ�Ì²Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐSCnY@I Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ�Ç!Wf:9Z

[

4 I‚Í¡Ì´Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì�Ç�Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�ÇÒÉ3ÏGÌ

4 i
Ó

ÄGÍ�Ì�Å¥Ï>Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅFÁ3Â�É3ÏIÌ

�

i
4�I‚Í�Ì'BÚÉ3ÏGÌÒÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�ÈÚÄGÁ•É²ÇGÅ¥Â�ÐÃËFÌ¯Ñ�É3ÏIÁÃÇIÄBÉŒÄ>È¡Ì�ÇGÊvÏGÅ¥Ñ�ÌvÈ Ñ)B p"

4%I‚Í�Ì

Ø3ÁÃËFÆTA#Ì V Å¥Ç²É3Ë¥ËFÁ7ÔxÌ�ÈNÄGÁ ��Æ�Ê5ÄBÆ�ÉŒÄGÌ3ÓmÑ¡Æ¡Ä²ÔxÌÚÔmÉ3Â�Ä²ÄGÍ�ÌÚÖ�ÏIÌ�ÇIÇGÆ�ÏIÌáÄGÁ�ÇIÄBÉ
B Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä,ÉŒÄ

Pext
4�I‚Í�ÌÒÑ�É3ÏIÁÃÇIÄBÉŒÄ1É3Â�È�ÄGÍ�ÌÒÖ�É3ÏjÄBÅ¥Ê�ËFÌvÇ1ÉŒÏGÌXÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È�ÄGÁKÄBÍ¡ÌXÇBÉ(A\Ì�Ê8Í�É3ÅFÂ�Á3ÎSÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄBÇvÓ

È�ÌvÇGÊvÏGÅFÑ�Ì�È�Ñ�B p� k

Ó�ÅFÂ´ÁÃÏGÈ�ÌvÏ”Î�Á3Ï”ÄGÍ�Ì�ÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉŒÄGÅFÁÃÂ²ÄGÁKÏGÆ¡ÂÚÉŒÄ”Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä1ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉŒÄBÆ¡ÏGÌ T a�ËFÌ5Ä

Æ�Ç1Â�Á3ÄBÅ¥Ê�Ì¯ÄBÍ�ÉŒÄ1ÇGË¥ÅFÐÃÍ�ÄBËXB•È�Å

`

ÌvÏGÌ�Â�Ä1È�B�Â�É5A#ÅFÊ�Ç1É3ÏGÌ�Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌŒÓ�ÄGÍ�ÉŒÄ>É3ËFÇIÁKÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌ¯ÄBÍ�ÌpCfY@I

ÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�ËFÌ
b�4

_
4 i =

�

i

mi
+

p"

W
4 i ; 1 � i � N;

_
�

i = 2

i �
p� 1

Q1

�

i �
�

1 +
1
N

�
p"

W
�

i ; 1 � i � N;

_p� 1 =
NX

i =1

� 2
i

mi
+

p2
"

W
� N f kB T �

p� 2

Q2
p� 1 ;

_p� k =
p2

� k � 1

Qk� 1
� kB T �

p� k +1

Qk+1
p� k ; 2 � k � M � 1;

_p� M =
p2

� M � 1

QM � 1
� kB T;

_� k =
p� k

Qk
; 1 � k � M ;

_V =
dVp"

W
;

_p" = dV (Pint � Pext ) +
1
N

NX

i =1

� 2
i

mi
�

p� 1

Q1
p" :

ajYT4�N,Y�b

Õ˜Â�ÄBÌvÏGÂ�ÉŒË�Ö¡ÏGÌ�ÇIÇGÆ�ÏIÌXÉŒÂ�È´Î�Á3ÏGÊ�ÌvÇ”É3ÏGÌ|È�Ì�Q�Â�Ì�È×Ñ)B

Pint =
1

dV

 
NX

i =1

� 2
i

mi
+

NX

i =1

4 i � 2

i � dV
@� ( 4 ; V)

@V

!
ajYT4�N�_9b
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É3Â¡È 2

i = �
@� ( 4 ; V)

@4 i

4�I‚Í�Ì1ÇsBŠÇjÄBÌ'A a Y�4�N
Y)b(Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�Ç Wf_

8;[

ÉeA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ m0
É3Â�ÈKÉ3Â²ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B

H 04

I‚Í�Ì”ÇVB�ÇIÄGÌ,A a YT4XN
Y�b_ÓÃÔ*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ\Å¥ÂsØ3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ ( 4 i ;
�

i ; p� k ; � k ; V; p" )
Ó�ÅFÇ(ÁÃÑ�Ø�ÅFÁ3Æ�ÇGËXBsÂ�Á3Ä:ÅFÂ#É

Â�Á3ÏKA\É3ËŒÎ�ÁÃÏVA�4�6!Ì(ÉŒÏGÌSÐÃÁÃÅ¥Â�ÐWÄGÁ‚Ê8Í�É3Â�ÐÃÌSØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç'4'I‚Í�Ì(Â�Ì5Ô!Á3Â�Ì�Ç�É3ÏIÌ (~
4 i ; ~

�

i ; ~p� k ; � k ; ~V; ~p" )
4

6 Ì|ÇGÌvÄ

~
4 i = V � 1

d
4 i ; 1 � i � N;

~
�

i = V
N +1
dN e� 1

�

i ; 1 � i � N;

~p� k = e� k +1 p� k ; 1 � k � M � 1;

~p� M = p� M ;
~V = ln V;

~p" = e� 1 p" :

ajYT4�N
:)b

6 Å¦ÄBÍ•ÄBÍ�ÌvÇGÌ¯Â�ÌvÔ Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ�ÓŠÄGÍ�Ì|È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë‡ÇVB�ÇjÄBÌ,A Ê�É3Â´Ñ�Ì|ÏGÌ5Ô*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ´É3Ç

_~4 i =
~

�

i

mi
e� � 1 e� ~V ( 1

dN + 2
d ); 1 � i � N;

_~
�

i = e
~V N +1

dN e� 1 2

i ; 1 � i � N;

_~p� 1 = e� 2

"

e� 2� 1 e� 2~V N +1
dN

 
NX

i =1

~
� 2

i

mi

!

+ e� 2� 1
~p2

"

W
� N f kB T

#

;

_~p� k = e� k +1

 
~p2

� k � 1

Qk� 1
e� 2� k � kB T

!

; 2 � k � M � 1;

_~p� M =
~p2

� M � 1

QM � 1
e� 2� M � kB T;

_� k =
~p� k

Qk
e� � k +1 ; 1 � k � M � 1;

_� M =
~p� M

QM
;

_~V =
d
W

e� � 1 ~p" ;

_~p" = e� 1

"

d e
~V (Pint � Pext ) +

1
N

e� 2� 1 e� 2~V N +1
dN

NX

i =1

~
� 2

i

mi

#

:

ajYT4�N

8

b

Õ˜Â#ÄBÍ�Ì”ËÙÉ3ÇjÄ:Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ‡Ó Pint
ÅFÇ(È�Ì�Q�Â�Ì�È²É3ÇxÅ¥Â�a YT4XN._9b_Ó�Ñ�Æ¡ÄxÍ�É3Ç(ÄBÁ¯Ñ�Ì*Ô*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ#Ô*Å¦ÄBÍ¢ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ

Å¥Â³ÄGÏGÁ�È�Æ�ÊvÌ�ÈÛÅFÂ a YT4XN�:)b�42I‚Í�ÌÒÅ�A#Ö�ÁÃÏIÄBÉ3Â�Ä”ÄGÍ�ÅFÂ¡ÐKÅFÇ”ÄBÍ�É
Ä1ÔxÌÒÊ É3Â�Ê8Í�Ì�Ê8â×Ñ�B a Y�4�N._5b*ÄBÍ�ÉŒÄ Pint
È�Á�Ì�Ç*Â�ÁŒÄZÈ¡Ì�Ö�Ì�Â�È´ÁÃÂ ~p"

4

ÕœÄ°ÅFÇ1ÇIÄBÏGÉ3ÅFÐ3Í³ÄIÎ�ÁÃÏIÔWÉ3ÏIÈÚÄBÁ•Â�Á3ÄGÅFÊvÌXÄBÍ�É
Ä>ÄBÍ�Å¥Ç1ËFÉ3ÇIÄ°ÇsB�ÇIÄBÌ'A Á3Î:Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â�Ç>ÅFÇ1ÅFÂáÉ²Â�ÁÃÏVAKÉŒË

w 
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Î�ÁÃÏVA�4 �ŠÁsÄBÍ�ÌnA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

~m = dN ~
�

dN ~
4 dM ~p� dM � d~p" d~V

Å¥Ç�ÊvÁÃÂ�ÇGÌvÏIØ3Ì�È 4 I‚Í�É3Â�â³Ç�ÄGÁ a Y�4�N�:9b5Ó‡ÔxÌKÊ ÉŒÂ!Ì�iŠÖ�ÏIÌ�ÇIÇ ~m Ô*Å¥ÄGÍ ÄGÍ�Ì\Á3ÏGÅFÐ3ÅFÂ�É3Ë�Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ�Ó
É3Â�È

Ê8Í�ÌvÊ8â×ÄGÍ�ÉŒÄ*ÔWÌ*Q�Â�È�ÄGÍ�Ì¯ÇBÉ5A#ÌnA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌÒÉ3Ç*ÄBÍ¡Ì�ÁÃÂ¡ÌXÉ3Ë¥ÏGÌ�É3È�B,â³Â�Á7Ô*Â(Wf_

8;[

4T6 Å¥ÄBÍ´ÄBÍ�Ì¯Â�Ì5Ô

ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�ÇvÓ¡ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B•ÏGÌ�É3È�Ç�!

~H 0 = e� 2� 1 e� 2~V N +1
dN

NX

i =1

~
� 2

i

2mi
+ � (e

~V =d ~4 ; e
~V ) +

M � 1X

k=1

~p2
� k

2Qk
e� 2� k +1

+
~p2

� M

2QM
+ e� 2� 1

~p2
"

2W
+ N f kB T � 1 + kB T

MX

k=2

� k + Pext e
~V :

l�ÏGÁ9A ÄGÍ�ÌKÇsBŠÇjÄBÌ'A a Y�4�N

8

b5Ó
Å¥Ä¯ÅFÇ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥ÐÃÍ�ÄGÎ�ÁÃÏjÔmÉ3ÏIÈ ÄGÁ�ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉŒÄBÌKÉ3ÂlÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4[Õ˜Â ÄBÍ�Ì

Ö�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Æ�ËFÉ3ÏmÊ�É3ÇGÌ M = 2 Ó¡ÄGÍ�Ì|Ê�ËÙÉŒÇGÇGÅ¥Ê É3Ë \
Å¥ÁÃÆ¡Ø�ÅFË¥ËFÌ”Ö�ÏGÁ3Ö�É3Ð�ÉŒÄGÁÃÏ‚Ê ÉŒÂ×Ñ�Ì>Î�É3ÊvÄGÁÃÏGÅ�U�ÌvÈ×ÉŒÇ

L = L1 + L2 + L3 + L4 + L5 + L6 + L7 + L8

Ô*Å¦ÄBÍ

L1 = _� 1 @� 1 ; L2 = _� 2 @� 2 ; L3 = _~p� 1 @~p� 1
;

L4 = _~p� 2 @~p� 2
; L5 =

P N
i=1

_~
�

i @~� i
; L6 =

P N
i =1

_~
4 i @~� i

;

L7 = _~V @~V ; L8 = _~p" @~p" :

6 Ì´ÄGÁŠÁ3âlÉ3È¡ØŒÉ3Â�Ä8ÉŒÐÃÌ,Á3ÎZÄGÍ�Ì,Î�É3ÊvÄsÄGÍ�ÉŒÄ¢ÄBÍ�Ì´ÁÃÖ�Ì�ÏGÉŒÄBÁÃÏIÇ _~
�

i @~� i

ÊvÁ9A+AXÆ¡ÄBÌ•ÁÃÂ¡Ì,Ô*Å¦ÄBÍÜÌ É3Ê8Í

Á3ÄGÍ�Ì�ÏvÓ³É3Ç�ÔxÌ�ËFË�É3ÇSÄBÍ�Ì‚ÁÃÖ�Ì�ÏGÉŒÄBÁ3ÏGÇ _~
4 i @~� i

4)l�ÏIÁ9A ÄGÍ�Ì�Â#ÁÃÂ‡Ó3ÔxÌ*ÐÃÁ°ÁÃÂ#É3Ç(ÅFÂÒÄGÍ�Ì Q�ÏGÇjÄ(Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌ(4

6 Ì×Ì�iŠÖ�É3Â�È e� t L ÉŒÇ#Å¥Â•Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ�Ç�ajYT4

8

b*D a YT4fZ)b5ÓSÁ3ÏsÅFÂÜÉ A#ÁÃÏIÌ•ÇGÁÃÖ�Í¡ÅFÇIÄGÅFÊ�ÉŒÄBÌvÈ•ÔWÉ
BlÄBÁ

Ñ�ÌvÄIÄBÌ�Ï*Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B54

�
	��+	�� #�# % ' (
)+*"�,��-/.10

�

�

��0 !

M = 2; N = 1; d = 1

Õ˜ÂgÇIÌ�Ê5ÄBÅFÁ3Â YT4;Y�Ó�ÔxÌ×Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�Ä\Â�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë‚ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇsÎ�ÁÃÏÒÄGÍ�Ì×ÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉŒÄGÅFÁÃÂ�ÁŒÎ1ÁÃÂ¡Ì´Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì

ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È,ÄBÁ¢ÉsÊ8Í�É3Å¥Â´ÁŒÎ�Ä˜ÔxÁsÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄBÇ'4�Õ˜Â´ÄGÍ�Ì>Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ�ÐXËFÅFÂ¡Ì�Ç�Ó�ÔWÌ¯É3ÏIÌ°ÐÃÁÃÅ¥Â�ÐÒÄBÁsÈ�Ì5Ä8É3Å¥Ë

ÄGÍ�ÌsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTAPÔWÌXÅ�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ³ÄGÌ�È 42\%Ì5Ä>Æ�Ç�Q�ÏGÇjÄ>ÏGÌ5Ô*ÏGÅ¦ÄBÌ�ÄGÍ�ÌXÇsB�ÇIÄBÌ'A ajYT4�N
P)bFD�a YT4XNbß9bWÅ¥Â×ÄBÍ¡ÅFÇ
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Ö�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Æ�ËFÉ3ÏmÊ�É3ÇGÌ(426 Ì|Í�É ØÃÌ e� =
p

� 2 e� 1 4TI‚Í�Ì¯È�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇmÎ�Á3Ï (q; ~p; p� 1 ; p� 2 ; � 1; � 2)
ÅFÇ

_q =
~p
m

e� � 1

p
� 2

;

_~p =
p

� 2 e� 1 F (q);

_p� 1 =
~p2

m
e� 2� 1

� 2
� kB T;

_p� 2 =
~p4

3m2

e� 4� 1

� 2
2

� (kB T)2;

_� 1 =
p� 1

Q1
+

p� 2

Q2
kB T;

_� 2 =
2
3

e� 2� 1
~p2

m
p� 2

Q2
;

ajYT4�N
Z)b

É3Â¡È´ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B,ÏIÌ É3È�Ç

~H 0 =
~p2

2m
e� 2� 1

� 2
+ V(q) +

p2
� 1

2Q1
+

p2
� 2

2Q2
+ kB T

�
� 1 +

3
2

ln � 2

�
:

I‚Í�Ì¯Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�ÈSA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ|Å¥Ç

~m = dq dp dp� 1 dp� 2 d� 1d� 2:

\%ÌvÄ

L1 = _� 1 @� 1 ; L2 = _� 2 @� 2

L3 = _~p@~p; L4 = _q@q + _p� 1 @p� 1
+ _p� 2 @p� 2

:
6 Ì|Ê É3Â´ÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉ
ÄBÌ 4! É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç:Á3Î.ÄGÍ�Ì°Î�ÁÃÏKA

e
� t
2 L a e

� t
2 L b e

� t
2 L c e� tL d e

� t
2 L c e

� t
2 L b e

� t
2 L a = e� tL ef f

Ô*Å¦ÄBÍ f a;b;c;dg = f 1; 2; 3; 4g 4v6 ÌáÅ�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ³ÄGÌ�ÈÝÄBÍ¡ÅFÇ´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ô*Å¥ÄGÍ (a;b;c;d) =
(1; 2; 3; 4) 4

�
	��+	�� � � �+��� �,��� �"! .1��*"0 ! � � � � -���* ��� � ��! ! *�! ����) ����� � �"! #�# % '

(�)+*��,��-�. 0

6!Ì‚ÔWÉ3Â�ÄxÄGÁ�Ö¡ÏGÁ7ØÃÌ*ÄBÍ�É
Ä:ÄGÍ�Ì*Ì�Â�ÌvÏGÐ5BsÔ*ÏIÅ¥ÄIÄBÌ�Â#ÅFÂ�ajYT4�N
h)b.ÅFÇ(Ê�Á3Â�ÇGÌvÏIØÃÌvÈ²Ñ)BsÄBÍ�Ì*È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç

ajYT4�N
P)bFD�a YT4XN9N.b D�a Y�4�Nbß5b�4%I‚Í�É3Â�â³Ç¯ÄGÁ´ÄGÍ�Ì#ÏGÌ�ËFÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç � 1 = � 1
Ó � k = e2(k� 1)� k Î�ÁÃÏ k � 2 Ó‡ÔxÌ

w�ã��
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Ê�É3Â!Q�ÏGÇIÄ”ÏIÌvÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ°ÄBÍ¡Ì¯ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B,É3Ç

~H 0 =
NX

i =1

~
� 2

i

2mi
e� 2� + V( 4 ) +

MX

k=1

p2
� k

2Qk

+ kB T
�

C0

C� 1
� 1 +

C1

C0
� 2 +

C2

C1
� 3 + : : : +

CM � 1

CM � 2
� M

�
:

6 Ì|â�Â¡ÁbÔ Wf:)_

[

ÄBÍ�É
Ä”ÄGÍ�Ì°Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�Ð�Ì�Â�ÌvÏGÐ5B,Å¥Ç‚Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÈ !

H 0 =
NX

i =1

~
� 2

i

2mi
e� 2� + V( 4 ) +

MX

k=1

p2
� k

2Qk
+ dN kB T

MX

k=1

� k ;

Ô*Í�ÌvÏGÌ|ÄBÍ�Ì|È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç‚ÁÃÂ � k
Å¥Ç

_� k =
p� k

Qk

1
dN

kX

j =1

(kB T)k� j Sj � 1

Cj � 2
:

6 Ì°ÄBÍ�ÌvÂ�ÁÃÂ�ËXB²Í�É Ø3Ì|ÄGÁ\Ê8Í¡Ì�Ê8â²ÄBÍ�ÉŒÄ�!

dN
MX

k=1

_� k =
�

C0

C� 1
_� 1 +

C1

C0
_� 2 +

C2

C1
_� 3 + : : : +

CM � 1

CM � 2
_� M

�
: ajYT4�N
<)b

6 Ì|Í�É ØÃÌ _� k =
MX

j = k

p� j

Qj
(kB T) j � k Sk� 1

Ck� 1

4#�ŠÁ

_� 1 =
p� 1

Q1
+

p� 2

Q2
(kB T) +

p� 3

Q3
(kB T)2 + : : : +

p� M

QM
(kB T)M � 1;

_� 2 =
p� 2

Q2

S
C1

+
p� 3

Q3

S
C1

(kB T) + : : : +
p� M

QM

S
C1

(kB T)M � 2;

_� M =
p� M

QM

SM � 1

CM � 1
;

w�ãHw
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Ô*Í�ÌvÏGÌ�É3Ç

dN _� 1 =
1

C� 1

p� 1

Q1
;

dN _� 2 =
1

C� 1

p� 2

Q2
(kB T) +

p� 2

Q2

S
C0

;

dN _� 3 =
1

C� 1

p� 3

Q3
(kB T)2 +

p� 3

Q3

S
C0

(kB T) +
p� 3

Q3

S2

C1
;

dN _� M =
1

C� 1

p� M

QM
(kB T)M � 1 +

p� M

QM

S
C0

(kB T)M � 2 +
p� M

QM

S2

C1
(kB T)M � 3;

+ : : : +
p� M

QM

SM � 1

CM � 2
:

�ŠÁ¢ÄBÍ¡Ì¯Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂRa YT4XN�<)bWÅ¥ÇmÄBÏIÆ�Ì54

�
	��+	�� ����* 
 !�� ��. ����� ! 0 ! � � ��� -/��* ��� � ��! ��! ��0���� ! �����$� ��!���� �,��� - 


� � � � - � ���	��

����� ���	�"� ��� ��0 ! ( ����� # #&% ' (
)+*"�,��-/.10

�

.1��0 !

��� � �"! � � ! !�� ��� � -/.1�/!

6!Ì°ÇIÍ�Á7ÔQÍ�ÌvÏGÌ>ÄGÍ�ÉŒÄ‚ÄBÍ¡Ì|É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Ö�ÏIÁÃÖ�Á3ÇGÌ�È,Ñ)B/\%ÅFÆ,ÉŒÂ�È I�Æ¡Ê8â3Ì�ÏVAKÉŒÂ W;:)_

[

È¡ÁŠÌvÇ‚Â�Á3Ä

Ì�i�ÉŒÊvÄBËXB´Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌXÄGÍ�Ì*A\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌXÉŒÂ�É3Ë�B³ÄGÅFÊ ÉŒËFË�B3Ó¡Å¥Â´ÄGÍ�Ì¯Ø3Ì�ÏsB�ÇIÖ�ÌvÊ�ÅÙÉŒË%Ê É3ÇIÌXÁ3Î�É#Î�ÏGÌvÌ�Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì

a�É A\ÁÃÏIÌXÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ3Ë.Ê�É3ÇGÌXÅFÇ1ÇjÄBÆ�È¡ÅFÌ�ÈÛÅ¥Â�ÄBÍ¡ÌÒÂ�Ì�i�Ä|ÇIÌ�ÊvÄGÅFÁÃÂ b�4�=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó‡ÔxÌÒÔ*ÅFËFË
ÇIÌ�ÌÒÄBÍ�ÉŒÄ Ó�Î�ÁÃÏ

ÇIÁ9A\ÌWÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉŒË�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ
ÄGÍ�ÌmÖ�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØŒÉŒÄGÅFÁÃÂ‡ÓŒÅ¥Î�Â�ÁŒÄSÌ�i¡É3Ê5Ä Ó3Å¥Ç.ØÃÌvÏVBXÐÃÁŠÁ�È 4"I‚Í�ÅFÇtAKÉ
B�Ì�iŠÖ�ËÙÉŒÅFÂ

ÄGÍ�Ì|ÐÃÁŠÁ�È,Â³ÆTA\ÌvÏGÅ¥Ê É3Ë‡Ö¡ÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅFÌvÇmÄBÍ�É
Ä \%Å¥Æ,É3Â�È!I�Æ�Ê8âŒÌ�ÏVAKÉ3Â×Â�Á3ÄGÅFÊ�ÌvÈ 4

6!Ì�ÔWÁÃÏIâ×Å¥Â�ÄBÍ¡ÌsÊ É3ÇIÌ M = 2 a�Ä˜ÔxÁ•ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄBÇ b5Ó N = 1 É3Â�È d = 1 a�ÁÃÂ�ÌÒÖ�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥Ì

Å¥Â�É¢ÁÃÂ�Ì�D˜È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Â�É3Ë[ÇGÖ�É3ÊvÌ�b_Ó[É3Â¡È´Ô*Å¦ÄBÍ,ÄBÍ�Ì|ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ‚Æ�ÇGÌvÈÚÑ)B•ÄBÍ�Ì�É3Æ¡ÄGÍ�ÁÃÏIÇ�Ó�Å 4£Ì54 X =
(q; p;p� 1 ; p� 2 ; � 1; � 2)

4T6!Ì|Æ�ÇIÌeo!?XYc\ �NÄBÁ¢ÐÃÌvÄ”Ì�i¡Ö¡ËFÅFÊvÅ¥ÄmÎ�Á3ÏKAÒÆ�ËFÉ3ÇWÔ*Í�ÌvÂ×Â¡Ì�Ì�È¡Ì�È 4

�

� 
������

�




4

��� 	�������� �

l�ÁÃÏxÄGÍ�Ì°Ö�ÏGÌvÇGÌvÂ³Ä A#Á9A#Ì�Â�Ä Ó�ÔWÌ°ÏIÌ�Ê�É3ËFË�ÄBÍ�Ì

`*`

o�I Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ�ÇmÉ3Â�È²ÄBÍ¡Ì|É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Ö�ÏIÁ(D

Ö�ÁÃÇGÌvÈ�Ñ)B!\%ÅFÆ´É3Â�È!I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â‡Ó�Ô*Å¥ÄGÍ�ÁÃÆ¡ÄZÉ3Â)B,É3ÇIÇGÆTA#Ö¡ÄGÅFÁÃÂ,ÁÃÂ,ÄBÍ�Ì|Î�ÁÃÏIÊ�Ì54 I‚Í¡Ì�Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç

w�ã 
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É3ÏIÌ

_q =
p
m

;

_p = F (q) �
p� 1

Q1
p �

p� 2

Q2

�
(kB T)p +

p3

3m

�
;

_� 1 =
p� 1

Q1
;

_� 2 =
�

kB T +
p2

m

�
p� 2

Q2
;

_p� 1 =
p2

m
� kB T;

_p� 2 =
p4

3m2
� (kB T)2:

I‚Í�Ì�B,Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌ¯ÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐdA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ

m0 = e� 1+ � 2 dp dq dp� 1 dp� 2 d� 1 d� 2:
ajYT4†ß(P)b

I‚Í�Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ×Ñ)B!\%ÅFÆ,É3Â¡È�I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â�Å¥ÇmÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡Ð

e� t L ef f = e
� t
2 L GGM T e

� t
2 F (q) @p e� t p

m @q e
� t
2 F (q) @p e

� t
2 L GGM T : ajYT4†ß�N.b

I‚Í�Ì´Ê�ÌvÂ�ÄBÏBÉŒË‚Ö�É3ÏIÄ¢ÁŒÎZÄGÍ�ÅFÇsÈ�ÌvÊ�Á9A#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3ÂlÊ�ÁÃÏIÏGÌ�ÇIÖ�Á3Â�È�ÇsÄBÁÛÄBÍ¡Ì´ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ �(Ì�ËFÁ�Ê�Å¦ÄFB �(ÌvÏGË¥ÌvÄ

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4�I‚Í�Ì|Ì�i�ÄBÌvÏGÂ�ÉŒË�Á3Ö�ÌvÏBÉŒÄGÁÃÏ‚ÅFÇ

exp
�

� t
2

LGGM T

�
= A(� t) B (� t) C(� t) B (� t) A(� t):

I‚Í�Ì¯ÁÃÖ�Ì�ÏGÉŒÄBÁÃÏIÇ A(� t) Ó B(� t) ÉŒÂ�È C(� t) É3ÏIÌ°È�Ì'Q�Â�Ì�È×Ñ�B

A(� t) = exp
�

� t
4

G1(p) @p� 1

�
exp

�
� t
4

G2(p) @p� 2

�
;

B (� t) = exp
�

�
� t
8

� p@p

�
exp

�
�

� t
4

p� 2

Q2

p3

3m
@p

�
exp

�
�

� t
8

� p@p

�
;

C(� t) = exp
�

� t
2

p� 1

Q1
@� 1

�
exp

�
� t
2

g(p)
p� 2

Q2
@� 2

�
:

w�ã�ã
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6 Ì|ÇGÌvÄ

� (X ) =
p� 1

Q1
+ kB T

p� 2

Q2
;

g(p) = kB T +
p2

m
;

G1(p) =
p2

m
� kB T;

G2(p) =
p4

3m2
� (kB T)2;

G(p) =
G1(p)

Q1
+ kB T

G2(p)
Q2

;

U(X ) = � 1 + � 2:

ÕœÎxÄBÍ�ÌsØÃÌvÊvÄGÁÃÏ X 0 Å¥Ç|É²Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂáÁ3Î:ÄBÍ¡Ì¢Ø3Ì�Ê5ÄBÁÃÏ X Ó‡ÄBÍ¡Ì��ÃÉŒÊ�ÁÃÑ�ÅFÉ3Â�AKÉ
ÄBÏGÅOiÚÅ¥Ç°Â�Á3ÄGÌ�È

@X 0

@X
4

I‚Í�Ì��ÃÉ3ÊvÁÃÑ�ÅÙÉŒÂ´ÁŒÎ�ÄGÍ�Ì°ÄBÏBÉŒÂ�ÇIÎ�ÁÃÏVAKÉ
ÄBÅFÁ3Â²ÅFÇ��ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
4

ÕœÎ[ÄGÍ�Ì*Ê�Á9A#Ö�ËFÌ5ÄBÌ*É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ajYT4†ß�N.b.Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÇWÄBÍ¡Ì�A#Ì ÉŒÇGÆ�ÏIÌ m0
È�Ì'Q�Â�Ì�È²Ñ)B��

]

4�a YT4?ß5P)b_Ó

ÔxÌ�Í�É7Ø3Ì

m0 [X 0(X )] = m0 [X ] :

�”ÇGÅFÂ¡Ð#ÄGÍ�Ì��ÃÉŒÊ�ÁÃÑ�ÅFÉ3Â,Á3Î.ÄGÍ�Ì|Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ X 0(X ) Ó�É3Â�È´ÄBÍ�Ì°Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ U(X ) É3ËFÏIÌ É3È�BKÈ�Ì'Q�Â�Ì�È‡Ó

ÔxÌ�Ð3ÌvÄ

�ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
= eU(X )� U(X 0) : ajYT4†ß3ß9b

� 	7��"%$���� 	���
Û� ��� 


F (q) = 0
�

I‚Í�Ì‚Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â!a YT4?ßÃß9b7AXÆ�ÇIÄSÑ�ÌmÄBÏIÆ�ÌmÎ�ÁÃÏSÉŒËFË�Ö�É3ÏBÉ(A\Ì5ÄBÌ�ÏIÇ m Ó Q1
Ó Q2

Ó T Ó � t ÓÃÉŒÂ�ÈsÎ�ÁÃÏSÉ3Ë¥Ë

Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Ç X 4 \%ÌvÄ”Æ�Ç*Â�Á7ÔQÊ8Í�Á�ÁÃÇIÌ�ÇIÁ9A\Ì°ÇIÖ�ÌvÊ�ÅXQ�Ê°Ø3ÉŒËFÆ�ÌvÇ*Î�Á3Ï‚ÇGÁ9A#Ì°Ö�É3ÏGÉ5A\Ì5ÄBÌvÏGÇ"!

m = 1:0; Q1 = 1:0; Q2 = 8=3; kB T = 1:0:

I‚Í�ÌvÂ G(p) =
p4

8
+ p2 �

11
8

42\%ÌvÄ � Ñ�Ì°ÄBÍ¡Ì¯ÏIÌ É3Ë[Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅ¥ØÃÌ°ÏIÁŠÁŒÄ*Á3Î G ! � =
p

� 4 + 3
p

3 4

6 Ì1ÉŒËFÇGÁ¯Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ”ÇGÁ5A\Ì*ÇGÖ�Ì�ÊvÅ�Q�Ê”ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë¡ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç X = (q; p;p� 1 (p); p� 2 (p); � 1; � 2) 4%��Á�Ó³ÅFÂ

w�ã

�



� ���O���

$

�

�*#%#M (��� ���

X Ó�ÄGÍ�Ì�ÏIÌ¯É3ÏGÌ|ÁÃÂ�ËXB YsÎ�ÏGÌvÌ°Ø3ÉŒÏGÅÙÉŒÑ�ËFÌvÇ�Ó�ÉŒÂ�È´ÔxÌ|Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ p� 1
É3Â�È p� 2

ÉŒÊ�Ê�Á3ÏGÈ�Å¥Â�ÐsÄBÁ

p� 2 (p) = 3m Q2
p2 � � 2

� t � 2p2
�

� t
4

G2(p)

= 8
p2 � � 2

� t � 2p2
�

� t
4

�
p4

3
� 1:0

�
;

É3Â�È p� 1 (p) = � Q1

�
kB T
Q2

p� 2 (p) +
� t
4

G(p)
�

= �
�

3
8

p� 2 (p) +
� t
4

G(p)
�

;

ajYT4†ß(h)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ � ÅFÇ�ÄGÍ�Ì‚ÏGÌ�É3Ë�Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥Ø3ÌmÏGÁ�Á3ÄSÁŒÎ G(p) a�ÔxÌ”É3ÇGÇIÆTA#Ì�ÈsÄBÍ�É
Ä � t > 0b�49[*Ì ÉŒÇGÁÃÂ�ÇSÄGÁ*A\É3âŒÌ

ÄGÍ�ÅFÇmÊ8Í¡ÁÃÅFÊvÌ>Ê É3Â•Ñ�Ì1Î�ÁÃÆ¡Â�È•ÅFÂKÄGÍ�Ì>Â�Ì�i�Ä‚ÇGÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂ‡ÓŠÅFÂKÔ*Í�Å¥Ê8Í²ÔWÌ°Ð3Å¥ØÃÌ>ÉXÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉŒË[Ö�ÏIÁŠÁ3Î
ÁŒÎ%ÄBÍ�Ì

Â�Á3Â×Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØŒÉŒÄGÅFÁÃÂ´Á3Î�ÄBÍ�ÌnA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ(4

�ZÇIÅFÂ�ÐSo�?XYc\ �‚Ó�ÔxÌKÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ � 1(� t) É3Â�È � 2(� t) 4M6!ÁÃÏIâ³ÅFÂ�Ð×ÁÃÂ�Ë�B�Ô*Å¥ÄBÍ p � 0 Ó%ÔxÌ

Í�É Ø3Ì

� 1(� t) = �
1
4

16� 1 p2 � 12� 1 p2
p

3 + 12p2 + 48� 36
p

3 � 47� t2 p2 + 27� t2 p2
p

3

(� 4 + 3
p

3) p2

É3Â¡È

� 1 + � 2 � � 1(� t) � � 2(� t) =

6
p2

�
� 36p2

p
3 + 249� t2 p2

p
3 � 288

p
3 � 431� t2 p2 + 48p2 + 516

�

(� 4 + 3
p

3) (� 4 + 3
p

3 + p2) (18p2 + 24� 18
p

3 � 47� t2 p2 + 27� t2 p2
p

3)

Ô*Í�ÌvÏGÌ � 1
ÇIÄBÉ3Â�È�Ç*Î�ÁÃÏ � 1(0) É3Â¡È � 2

Î�ÁÃÏ � 2(0) 4

6!Ì|Ê�É3Â�ÉŒËFÇGÁsÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌ

�ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
= 6

�
� 4 + 3

p
3
� 3=2 p

3
p

2
�
12p2 + 24� 18

p
3 � 47� t2 p2 + 27� t2 p2

p
3
� 3=2

:

ÕœÎ � t = 0 Ó�ÔxÌÒÊ8Í�Á�ÁÃÇIÌ p = � Ó�ÇGÁ•Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë‡ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì�Ç”Î�ÁÃÏ p� 1
É3Â�È p� 2

É3ÏGÌ�ÔWÌvËFË�È�Ì'Q�Â¡Ì�È 4%6 Å¦ÄBÍ

ÄGÍ�Ì�ÇIÌWØŒÉ3ËFÆ�ÌvÇ�Ó
ÁÃÂ�Ì:Ê É3ÂXÊ8Í�Ì�Ê8â¯ÄBÍ�ÉŒÄ � 1+ � 2 � � 1(� t) � � 2(� t) = 0 É3Â�ÈXÄGÍ�ÉŒÄ �ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
= 1 4

CZÁ7Ô�ÔxÌWÍ�É Ø3Ì:ÄGÁ1Ê8Í�ÌvÊ8â|Ô*Í¡ÌvÄBÍ¡Ì�Ï �ÃÉŒÊ

�
@X 0

@X

�
Å¥Ç�Ì

]

Æ�É3Ë�ÄBÁ e� 1+ � 2 � � 1 (� t )� � 2 (� t ) 4
6 ÌxÂ¡Á3ÄBÅ¥Ê�Ì

ÄGÍ�ÉŒÄ,ÄBÍ�ÌvÇGÌáÄ˜ÔWÁÜÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�Ç,È�Ì�Ö�Ì�Â�È ÁÃÂ�ËXB ÁÃÂ p É3Â�È � t Ó*ÉŒÂ�È Â¡Á3Ä´ÁÃÂ qÓ � 1
ÁÃÏ � 2

4‚Õ˜Â

l.Å¥ÐT4MYT4fZ¡Ó%ÔWÌ\Ö�ËFÁ3Ä¯ÄBÍ¡Ì\ÏGÉŒÄBÅ¥Á �ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
=e� 1+ � 2 � � 1 (� t )� � 2 (� t ) Î�ÁÃÏ � t = 0:001 É3Â�È Î�Á3Ï

p 2 [2:0;5:0] Ó�É3Â¡È´ÔxÌ|Ê�Á9A#Ö�É3ÏIÌ°Å¥Ä‚Ô*Å¥ÄGÍ�N94

w�ã#$
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[ZÉ
ÄBÅFÁ �ÃÉ3Ê�ÁÃÑ¡ÅÙÉ3Â

�

eU(X )� U(X m )

ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉŒË�Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ p

_YT4 _Yh�4 _hß�4 _ß

P�4f<

P�4fZ

P�4

8

P�4f:

P�4 _

P�4;Y

P�4fh

P�4?ß

P�4XN

�������

YT4fZ

g �/$!%8 �Q ����4V��$!%L0���%8��%"��@�+-����
�� 
-� ��$!%L;=%>+�������%L��� ��$!%Y >+���%L
-�/��$!% ����%8% 0,+-������ "'�%
W ��
��

p 2 [2:0;5:0] �

. %Z 8
�;Y0,+-��%��:+� 

�
@X 0

@X

�
(p)

.#����$

e� 1+ � 2 � � 1 (� t )� � 2 (� t ) (p)
�:9P0�'�
���������4<��$!%"���

�7+-����
�]

6!Ì*ÊvËFÌ ÉŒÏGË�B�ÇGÌvÌ”ÄGÍ�ÉŒÄ�Ó3Î�ÁÃÏSÇGÁ5A\ÌmØŒÉ3Ë¥Æ�Ì�Ç(Á3Î�ÄBÍ�Ì‚Å�A\Ö¡Æ�ËFÇIÅFÁÃÂ p ÓÃÄBÍ�Ì*ÏGÉŒÄBÅ¥Á>ÅFÇSÈ�Å

`

ÌvÏGÌvÂ³Ä(Î�ÏIÁ9A

N94�=”ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓŠÅ¥Â l.Å¥ÐT49YT4f<¡ÓÃÔxÌZÖ¡ËFÁ3Ä(ÄBÍ¡Ì”ÇGÉ5A#ÌZÏGÉŒÄBÅ¥Á>Î�ÁÃÏ p 2 [0:9;1:1] a�Ô*Å¦ÄBÍsÄBÍ�Ì”ÇBÉ(A\Ì‚ØŒÉ3ËFÆ¡Ì

Î�ÁÃÏ � t b�!

l�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ¡Ç>É3ÏIÌXÊ�Ë¥ÁÃÇGÌ�ÄBÁ²Ì�É3Ê8ÍÛÁ3ÄBÍ¡Ì�Ï,4�6!Ì�Ê É3ÂÛÊ8Í¡Ì�Ê8â�ÄGÍ�ÉŒÄ1ÄGÍ�Ì�Å¥ÏZØŒÉ3Ë¥Æ�Ì�Ç”Î�ÁÃÏ p = 1 É3ÏGÌ

ÏIÌ É3Ë¥Ë�B²ÊvËFÁÃÇIÌ�!

�ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
(p = 1) = 1:81517;

e� 1+ � 2 � � 1 (� t )� � 2 (� t ) (p = 1) = 1:81153:
6 Í�ÌvÂ p = 1 Ó¡ÄBÍ¡Ì¯Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�Á3Â�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ•Å¥Ç X = (q; 1; 491:96; � 1311:89; � 1; � 2) 4

�ŠÁ�Ó�Î�ÁÃÏ*ÇIÁ9A\Ì|Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ¡ÄBÍ�Ì*A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ¯ÅFÇ‚ØÃÌvÏVB,ÔxÌ�ËFË
Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�È 4%=ZÁ7ÔxÌvØÃÌvÏ�Ó�Î�ÁÃÏ

ÇIÁ9A\Ì|Á3ÄGÍ�Ì�Ï*Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�Á3Â�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ¡Ç�Ó�Å¦Ä‚ÅFÇ‚Â�ÁŒÄ1É
Ä”É3ËFË�Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÈ 4

�
	��+	�� ����* 
 !�� ��. ����� ! 0 ! � � ��� -/��* ��� � ��! ��! ��0���� ! �����$� ��!���� �,��� - 


� � � � - � � � ��

� �
� � � �"� ��� ��0 ! ( ����� # #&% ' (�) *"�,��-/.10

�

�

����� ! ��! *�! � ����.1��0 !

Õ˜Â�ÄGÍ�ÌWÖ�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç.ÇIÌ�ÊvÄGÅFÁÃÂ[ÓbÔxÌWÇjÄBÆ�È�B�ÄGÍ�Ì:Ø3Ì�ÏsBXÇIÖ�ÌvÊ�ÅÙÉŒË�Ê�É3ÇGÌxÁ3Î�É*Î�ÏGÌ�Ì:Ö�É3ÏjÄBÅ¥Ê�ËFÌŒÓ F (q) = 0 4

C”ÁbÔ|Ó‡ÔxÌ¢Í�É ØÃÌ\É•ËFÁ�ÁÃâ�É
Ä|É A\ÁÃÏIÌsÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉŒË�Ê É3ÇIÌ�!‡ÔWÌ¢ÇGÆ¡Ö�Ö�Á3ÇGÌsÄBÍ�É
Ä°ÄBÍ�ÌsÎ�ÁÃÏIÊ�Ì F (q) ÅFÇ|É

Ö�ÁÃË�B�Â�Á5A\ÅFÉ3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂsÁ3Î qÓ3Ô*Í�ÁÃÇIÌ*È�Ì�ÐÃÏIÌ�Ì*ÅFÇ.ÁŠÈ�È�a’Î�ÁÃÏ�ÅFÂ¡ÇIÄ8ÉŒÂ�Ê�ÌŒÓÃÄBÍ�Å¥Ç�ÅFÇ�ÄGÍ�ÌmÎ�ÁÃÏGÊvÌ‚ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â¢Ñ)B

w�ã  



� ���O���

$

�

�*#%#M (��� ���

[”ÉŒÄGÅFÁ �ÃÉ3ÊvÁÃÑ�ÅFÉ3Â

�

eU(X )� U(X m )

Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅ¥ÁÃÂ p

N94XNN54 P)_NP�4 <)_P�4f<

N94 P(Y�_

N94fP5Y

N94 P5h)_

N94fP9h

N94 PÃß9_

N94fP�ß

N94 P�N._

N94fP�N

N94 P5P)_

N

P�4 <5<)_

�������

YT4f<

g �/$!%8 �Q ����4V��$!%L0���%8��%"��@�+-����
�� 
-� ��$!%L;=%>+�������%L��� ��$!%Y >+���%L
-�/��$!% ����%8% 0,+-������ "'�%
W ��
��

p 2 [0:9;1:1] �

. %Z 8
�;Y0,+-��%��:+� 

�
@X 0

@X

�
(p)

.#����$

e� 1+ � 2 � � 1 (� t )� � 2 (� t ) (p)
�:9P0�'�
���������4<��$!%"���

�7+-����
�]

ÄGÍ�ÌÒÍ�É3ÏVA\Á3Â�ÅFÊ¯ÁÃÇGÊvÅFË¥ËÙÉŒÄGÁÃÏ	b�4�6!Ì�ÇIÄGÅFËFË%ÔxÁÃÏGâ,Ô*Å¥ÄGÍ M = 2 a’Ä˜ÔWÁ\ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄBÇ b5Ó N = 1 ÉŒÂ�È

d = 1 a�ÁÃÂ¡ÌZÖ�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥ÌmÅFÂ\É¯Á3Â�Ì�DœÈ�Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ¡Â�É3Ë¡ÇIÖ�É3ÊvÌ�b5ÓŠÉ3Â�È¢Ô*Å¥ÄGÍ#ÄGÍ�Ì‚ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇSÆ�ÇGÌvÈKÑ)BsÄBÍ¡Ì

É3ÆŠÄBÍ�ÁÃÏIÇ�Ó%År4•Ì(4 X = (q; p;p� 1 ; p� 2 ; � 1; � 2)
4 I‚Í�Ì

`k`

o�I Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â�Ç|É3Â�ÈÛÄBÍ¡Ì\ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA ÄBÁ

Å¥Â³ÄGÌ�ÐÃÏGÉŒÄBÌ°ÄGÍ�Ì,A ÉŒÏGÌ>ÄBÍ¡Ì¯ÇGÉ5A#Ì�ÉŒÇ‚ÅFÂ•ÄBÍ�Ì|Ö�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç*ÇGÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4

�

� 
Ú� ���	����" 
 � �

YSÏGÌvØ�Å¥ÁÃÆ�ÇGËXBÃÓSÄBÍ�É3Â�â³Ç\ÄGÁ ÄBÍ¡Ì×ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ,Ê8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì!AKÉŒÈ�Ì´Î�Á3Ï¢ÄGÍ�Ì×Î�Á3ÏGÊ�ÌŒÓSÔWÌ×Æ�ÇGÌvÈ o�?XYc\ �

ÄGÁ�ÐÃÌ5ÄXÌ�i¡Ö¡ËFÅFÊvÅ¥Ä°Î�ÁÃÏVAÒÆ�ËFÉ3Ç,4H=”Ì�ÏIÌ3Ó
ÔWÌ#È�Á�Â¡Á3Ä¯Æ�ÇGÌ o�?XYc\ �‚Ó�Ñ�ÆŠÄ�ÔxÌKÏGÉŒÄBÍ�ÌvÏ|ÐÃÅ¥Ø3ÌKÉ/A\Á3ÏGÌ

ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ3Ë‡Ö�ÏIÁŠÁŒÎE4ŠÕœÄmÔ*Å¥ËFË�Ì�Â¡ËFÅFÐ3Í³ÄGÌ�ÂKÄGÍ�Ì>Ê8Í�Á3ÅFÊ�Ì1Á3Î
ÄBÍ�Ì1Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�Ç p� 1 (p) É3Â�È p� 2 (p) AKÉ3È¡Ì>ÅFÂ

�

]

47a YT4?ß5h)b�4

Þ>Æ�Ï‚Ö�ÏGÁ�Á3Î�ÅFÇ‚Ñ�É3ÇGÌvÈ×ÁÃÂ•ÄGÍ�Ì|Ê�ÁÃÂ�ÊvÌ�Ö¡Ä”Á3Î.É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊvÅ¥ÄFB�WONbß

[

4�6!Ì°Ô*Å¥ËFË[Æ¡ÇGÌ°ÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡Ð

Î�É3Ê5ÄBÇ'4�? Ö�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3ÂKÅFÇ:É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê54)?1Â)B¢Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ\Á3Ñ¡Ä8É3Å¥Â�Ì�È#Ñ)B\É3È�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â‡Ó9AÒÆ�Ë¦ÄBÅOD

Ö�Ë¥ÅFÊ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ×Á3ÏZÊvÁ9A\Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î(É+Q�Â�Å¥ÄGÌ�Â³ÆTAÒÑ�Ì�ÏZÁ3Î(É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê|Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�ÇZÅFÇZÉ3ËFÐ3Ì�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ(4 ?1Â)B

ÏIÁŠÁ3Ä>Á3Î:É²Ö�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë‡Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂÛÅ¥Ç>É3ÂáÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂÚÁ3Î(ÄBÍ¡ÌÒÊ�Á�Ìvà#Ê�Å¥Ì�Â�ÄBÇ'4H=ZÁ7ÔxÌvØ3Ì�Ï�Ó

ÄGÍ�ÌsÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ x 7! ex Ó[Ô*Å¥ÄGÍ x ÏGÌ�É3ËzÓ�ÅFÇ°Â�ÁŒÄ|É3ËFÐ3Ì�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ(4�6 ÌsÇGÆ�Ö�Ö�ÁÃÇIÌ¢ÄGÍ�ÉŒÄ°ÄGÍ�Ì¢É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA

ajYT4†ß�N.bWÅFÇ A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ|Å¥Â³ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�Ó�É3Â�È,ÔxÌ¯Ë¥ÁŠÁ3â\Î�ÁÃÏ*ÉsÊ�Á3Â³ÄGÏBÉ3È¡ÅFÊvÄGÅFÁÃÂ%4

\%ÌvÄ*Æ�Ç*ÇGÌ5Ä X a = A(� t) X 4�ÕœÄ*Ê É3Â,Ñ�Ì°Ê8Í�Ì�Ê8âŒÌ�ÈÚÄGÍ�ÉŒÄmÄGÍ�Ì°ØÃÌ�Ê5ÄBÁÃÏ X a Å¥Ç*ÉÒÖ�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë

Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂXÁŒÎ X ÓbÉ3Â¡È�ÄBÍ³Æ�Ç�ÉZÏIÌ É3Ë³ÉŒËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3ËŒÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ¯Á3Î X 4"\
Ì5Ä�Æ�Ç.ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌ(Î�ÁÃÏ�ÉuA#Á9A#Ì�Â�Ä

ÄGÍ�ÉŒÄ X 0 = e� t L ef f X ÅFÇ”É3Â×É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�É3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ´Á3Î X 4T6!Ì¯É3ÇIÇGÆTA#Ì¯ÄGÍ�ÉŒÄ*ÄBÍ¡Ì�ÊvÁ9A\Ö¡ËFÌvÄGÌ

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ajYT4†ß�N.bWÖ�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÇZÄGÍ�ÌnA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ m0
È�Ì�Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B��

]

4tajYT4?ß5P)b�4 �ŠÁ¢ÔWÌ¯Í�É ØÃÌ

�ÃÉ3Ê

�
@X 0

@X

�
= eU(X )� U(X 0) :

w�ã �
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6 ÌÒâ³Â�Á7Ô ÄBÍ�ÉŒÄ X 0(X ) É3Â�È U(X ) É3ÏIÌÒÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë‡Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇZÁ3Î X 4�l�Æ�ÏIÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÏIÌ3Ó�ÄBÍ¡Ì'B

É3ÏIÌXÂ�ÁŒÄ1ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä
4 �ŠÁ\ÔxÌÒÊvÁÃÂ�Ê�Ë¥Æ�È�Ì¯ÄBÍ�ÉŒÄ”ÄBÍ¡Ì�Ì�i¡Ö�ÁÃÂ�ÌvÂ�ÄBÅÙÉŒË�Á3ÎSÉ3ÂÚÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë[Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ×ÅFÇ

É3Â×É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�É3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ‡ÓŠÔ*Í�ÅFÊ8Í´ÅFÇ‚Â�ÁŒÄ‚ÄBÏGÆ¡Ì54T6 Ì¯ÏIÌ É3Ê8Í,ÄBÍ¡Ì¯ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3È�ÅFÊ5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4

�

� 
Ú"����������
	_$ ����" �
�Š� 	7���v���’� 
 �
	��

I‚Í�ÌXÖ¡ÏGÌvØ�Å¥ÁÃÆ�Ç1Ö¡ÏGÁ�Á3ÎSÅFÇ”ÅFÂ¡Ê�ÁÃÏIÏGÌ�Ê5Ä Ó�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì X 0 Å¥Ç1ÉŒÊvÄBÆ�É3ËFËXB•Â�Á3Ä1É3ÂÛÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë[Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

Á3Î X 4mI‚Í¡ÌÚÅFÇIÇGÆ�Ì×ÅFÇ#ÁÃÂNÄBÍ¡Ì�ÁÃÖ�Ì�ÏGÉŒÄBÁÃÏ B(� t) Ó(Ô*Í�ÅFÊ8Í Á3Â�Ë�B A#ÁŠÈ¡Å�Q�ÌvÇ#ÄGÍ�Ì×ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì×ÁŒÎ>ÄBÍ�Ì

Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ 4�\%ÌvÄ|Æ�Ç°ÇIÌvÄ X b = B(� t)X 4�I‚Í�Ì¢Å�A#Ö�Æ�ËFÇIÅFÁÃÂ´ÅFÂ X ÉŒÂ�È X b É3ÏGÌsÏIÌ�ÇGÖ�Ì�Ê5ÄBÅ¦ØÃÌ�ËXB

p É3Â¡È pb Ó%É3Â�ÈÛÄBÍ¡ÌsÇGÌ�ÊvÁÃÂ�È ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉŒÄ°Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅ¥ÁÃÂ�Å¥Â X Å¥Ç p� 2
4���ÌvÄGÄGÅFÂ�Ð � = p� 2

3mQ 2

É3Â�È

� = � (X ) Ó¡ÔxÌ|Í�É ØÃÌ

pb =
p e� � � t

4

q
1 + � � t

2 p2 e� � � t
4

;

�ÃÉ3Ê

�
@X b

@X

�
(X ) =

@pb

@p
(p) =

e� � � t
4

�
1 + � � t

2 p2 e� � � t
4

� 3=2
:

LWÌvÊ É3Æ¡ÇGÌ pb È�Ì�Ö�Ì�Â�È¡ÇÒÁÃÂ � (X ) Ñ)B É3Â Ì�iŠÖ�Á3Â�Ì�Â�ÄBÅFÉ3Ë(Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó‡ÄBÍ�Ì#ØÃÌ�Ê5ÄBÁÃÏ X b ÅFÇ¯Â�Á3ÄXÉ3Â

É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ,Á3Î X 4

CZÁ7Ô|Ó Ë¥ÌvÄ
Æ�Ç%ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌSÄBÍ�ÉŒÄ Ó Å¥Â�ÇIÄGÌ É3È|Á3Î³ÔxÁÃÏGâ³Å¥Â�Ð‚Ô*Å¥ÄBÍ X Ó�ÔWÌSÔxÁÃÏGâ”Ô*Å¥ÄGÍ ~X = (q; p;p� 2 )
4

6 Ì|È�Ì'Q�Â¡Ì X É3Ç”ÉÒÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â´ÁŒÎ ~X Ñ)B

X ( ~X ) = (q; p; � Q1 kB T p� 2 =Q2; p� 2 ; 0; 0):
\%ÌvÄ1Æ�Ç”Â�Á7Ô ÇGÌvÄ X b = B(� t) X ( ~X ) 42?1Ç � (X ) = 0 Ó�ÔWÌ�Ê8Í�Ì�Ê8â�Ó�ÄGÍ�É3Â�â³Ç”ÄBÁ\ÄGÍ�Ì|Î�ÁÃÏKAÒÆ¡ËÙÉ3Ç

Ö�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�ÇGËXB²Ô*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ‡Ó¡ÄGÍ�ÉŒÄ

g

X b Å¥Ç*É3Â�ÉŒËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î ~X
g

�ÃÉŒÊ

�
@X b

@X

�
(X ( ~X )) Å¥Ç*É3ËFÇIÁ\ÉŒÂ×ÉŒËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â´ÁŒÎ ~X 4

�ŠÁ¢ÔxÌ�ÇIÁÃË¥Ø3Ì�È´ÁÃÆ�Ï‚ÅFÇIÇGÆ�Ì(4

�

� 
Ú������� 	������g��� 	�� 
×� �
��� 
 ������� � � 	���� �

Õ˜ÂÛÄBÍ�Ì¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ajYT4?ß�N.b5Ó�ÄBÍ�ÌsÁ3Ö�ÌvÏBÉŒÄGÁÃÏ B(� t) É3Ö�Ö�Ì É3ÏIÇ|Î�Á3Æ�Ï1ÄBÅ�A\ÌvÇ,4%=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó
Ñ�Ì5ÄVD

ÔxÌ�ÌvÂ×ÄBÍ¡ÌnQ�ÏGÇIÄZÉ3Â¡È,ÄGÍ�Ì|ÇGÌvÊ�ÁÃÂ�È,ÄBÅ�A\ÌŒÓ�É3Â¡È×Ñ�ÌvÄ˜ÔxÌ�ÌvÂ×ÄBÍ¡Ì|ÄGÍ�ÅFÏIÈ,É3Â�È,ÄBÍ�Ì>Î�Á3Æ�ÏIÄGÍ,ÄGÅ�A#Ì3Ó�ÄBÍ�Ì

ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì�ÁŒÎ � Å¥ÇZÂ¡Á3Ä A#Á�È�Å�Q�ÌvÈ 4 ?1Ë¥Ë%ÔWÌ�Â�Ì�ÌvÈÚÄBÁKÌvÂ�ÇGÆ¡ÏGÌÒÅ¥Ç”ÄGÍ�ÉŒÄ � = 0 �IÆ�ÇjÄ>Ñ�ÌvÎ�ÁÃÏIÌ¯ÄGÍ�ÌkQ�ÏGÇIÄ

É3Ö¡Ö�ËFÅ¥Ê ÉŒÄGÅFÁÃÂ²ÁŒÎ B(� t) Ó�É3Â�È´É3Ë¥ÇGÁ �IÆ�ÇjÄZÑ�ÌvÎ�Á3ÏGÌ>ÄBÍ¡Ì|ÄGÍ�ÅFÏIÈ´É3Ö�Ö�Ë¥ÅFÊ É
ÄBÅFÁ3Â 4�6 Ì|ÇGÌ5Ä

X
A(� t)
� ! X a B (� t )

� ! X b C(� t)
� ! X c B (� t )

� ! X d A(� t )
� ! X e;

X e L p (� t=2)
� ! X f L q (� t )

� ! X g L p (� t=2)
� ! X h;

X h A(� t )
� ! X i B (� t )

� ! X j C(� t )
� ! X k B (� t )

� ! X l A (� t )
� ! X m ;

Ô*Å¦ÄBÍ X = (q; p;p� 1 ; p� 2 ; � 1; � 2)
Ó X a = (qa; pa; pa

� 1
; pa

� 2
; � a

1; � a
2) Ó
É3Â�ÈáÇGÁ´ÁÃÂ 4��ŠÁ•ÔxÌ\Â¡Ì�Ì�È

ÄGÁ\ÌvÂ�ÇGÆ�ÏIÌ¯ÄGÍ�ÉŒÄ � (X a) = � (X i ) = 0 4

w�ã 5
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6!Ì|ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ

� (X a) =
1

Q1

�
p� 1 +

� t
4

G1(p)
�

+
kB T
Q2

�
p� 2 +

� t
4

G2(p)
�

É3Â¡È

� (X i ) = � (X h) +
� t
4

�
G1(ph)

Q1
+ kB T

G2(ph)
Q2

�

= � (X e) +
� t
4

G(ph)

= � (X d) +
� t
4

G(pd) +
� t
4

G(ph)

= � (X a) +
� t
4

G(pd) +
� t
4

G(ph):

6 Ì(ÇGÌvÄ �( pd; q) = pd +
� t
2

�
F (q) + F

�
q+ � t pd +

� t2

2
F (q)

��
Ó ÇIÁ‚ÄBÍ�ÉŒÄ ph = �( pd; q) 4

6 Ì°ÔmÉ3Â�Ä”ÄBÁ¢Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ X ÇGÁsÄBÍ�ÉŒÄ

1
Q1

�
p� 1 +

� t
4

G1(p)
�

+
kB T
Q2

�
p� 2 +

� t
4

G2(p)
�

= 0; ajYT4?ß(Y�b

G
�
�( pd; q)

�
+ G(pd) = 0: ajYT4?ß9_9b

�����‡��� ���
��� �

I‚Í�ÌÒÐÃÁÃÉ3Ë
Á3Î�ÄBÍ¡ÅFÇ1Ö�É3ÏIÄ1ÅFÇ*ÄBÁ²ÇIÍ�Á7Ô Í¡ÁbÔ ÄGÁKÊ8Í�Á�ÁÃÇGÌ X ÅFÂ×ÁÃÏGÈ�ÌvÏZÎ�ÁÃÏ*ÄBÍ¡ÌXÄ˜ÔWÁKÖ�ÏGÌ5ØŠÅ¥ÁÃÆ�Ç

ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�ÄBÇ•ÄBÁ•Ñ�ÌÚÎ�Æ�Ë�Q�Ë¥ËFÌvÈ 4qI‚Í¡ÌáØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ q Ô*ÅFËFËZÑ�ÌÚÎ�ÏIÌ�ÌŒÓ*É3Â�ÈÝÔWÌÛÔ*Å¥ËFË1È¡Ì'Q�Â�Ì X Ñ)B

X = (q; p =  (q; � t); p� 1 =  1(q; � t); p� 2 =  2(q; � t); � 1 = 0; � 2 = 0) 4

\%ÌvÄ�Æ�Ç*Q�ÏGÇIÄ�ÇGÍ¡ÁbÔ ÄGÍ�ÉŒÄ|ÄBÍ¡Ì�ÏGÌ#Ì�iŠÅ¥ÇIÄBÇXÉ,ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì¢Á3Î pd Ó‡Ô*Í¡ÅFÊ8Í!Å¥Ç � (q; � t) Ó
ÇGÁ×ÄGÍ�ÉŒÄ|ÄBÍ¡Ì

ÇIÌ�Ê�Á3Â�È�ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�ÄdajYT4?ß9_9bxÅ¥ÇmÎ�Æ�ËFËXQ�ËFË¥Ì�È 4

\%ÌvÄ#Æ�Ç¢ÇGÆ�Ö¡Ö�ÁÃÇIÌ´ÄGÍ�ÉŒÄ q = 0 4 �ŠÅFÂ¡Ê�Ì F ÅFÇ¢ÉáÁ�È�È•È�Ì�ÐÃÏIÌ�Ì´Ö�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë(Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó�ÔxÌ

ÇIÌ�Ì�ÄGÍ�ÉŒÄ lim jpd j!1 G
�
�( pd; q = 0)

�
= + 1 4 ��Á#ÄGÍ�Ì¯Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ pd 7! G

�
�( pd; q = 0)

�
+

G
�
pd

�
ÐÃÁ�Ì�Ç*ÄBÁ + 1 Ô*Í�ÌvÂ j pd j ÐÃÁ�Ì�Ç*ÄBÁ + 1 Ó�É3Â�È´Í�É3ÇZÉ#Â�ÌvÐ�ÉŒÄGÅ¥ØÃÌ°ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì°Ô*Í�Ì�Â pd = 0 4

�ŠÁÛÄGÍ�Ì�ÏIÌ•Ì�iŠÅFÇjÄBÇ � (q = 0; � t) > 0 ÇGÁÛÄGÍ�ÉŒÄ (pd; q) = (� (0; � t); 0) Î�Æ�ËXQ�ËFË¥Ç�ÄBÍ¡Ì•ÇGÌ�ÊvÁÃÂ�È

ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ä
4H6 Í�Ì�Â q ÅFÇ|ÇKA\É3ËFË.Ì�Â�ÁÃÆ¡ÐÃÍ‡Ó%ÔWÌ#Ê ÉŒÂ!È�Á,ÄBÍ�Ì#ÇBÉ(A\Ì(4���Á´ÔxÌ\È¡Ì'Q�Â�ÌKÉ,Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

� (q; � t) Ô*Í¡ÅFÊ8ÍÝÅFÇ\É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ,Å¥Â qÓxÖ�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¦ØÃÌ3Ó:É3Â¡ÈNÔ*Í�ÅFÊ8ÍNÇBÉŒÄGÅFÇVQ�Ì�Ç G(�( � (q; � t); q)) +
G(� (q; � t)) = 0 4 \%Ì5ÄsÆ�ÇsÊ ÉŒËFË � ÄBÍ�Ì•ÇjÄBÏGÅ¥ÊvÄGË�B Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅ¥Ø3ÌKÏGÁ�Á3ÄsÁŒÎ G4t6!ÌKÊ É3Â•Ê8Í�ÌvÊ8â!ÄBÍ�É
Ä

lim � t ! 0 � (q; � t) = � > 0 Ó¡Ô*Í¡Ì�ÏGÌ � ÅFÇ‚Å¥Â�È�Ì�Ö�Ì�Â¡È�Ì�Â�ÄZÁ3Î q4

\%ÌvÄ”Æ�Ç*ÇGÌ5Ä

� (q; � t) =
3m Q2

� t + q2 + 1
1

[� (q; � t)]2 + 1
: ajYT4†ß(:)b

w�ã 	
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6 Ì|ÇGÆ�Ö�Ö�ÁÃÇIÌ¯ÄGÍ�ÉŒÄ*ÔWÌ|Ê�É3Â×Ê8Í¡ÁŠÁÃÇIÌ X ÇIÁ¢ÄGÍ�ÉŒÄ pa
� 2

= pc
� 2

= � (q; � t) É3Â�È � (X a) = 0 4 �ŠÁ

pd =
pc

q
1 + � (q; � t) � t

6mQ 2
(pc)2

; pc = pb; pb =
p

q
1 + � (q; � t) � t

6mQ 2
p2

:

I‚Í�ÌZÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ p 7! pd(p;q; � t) Å¥ÇWÉŒÂ²ÅFÂ�ÊvÏGÌ�É3ÇGÅ¥Â�Ð¯Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ‡ÓŠÉ3Â�È\Å¥ÄGÇxË¥Å�A#Å¥ÄSÔ*Í�ÌvÂ p ! �+ 1
Å¥Ç

�+
q

3 m Q2
� t � (q;� t )

4TI‚Í�É3Â¡â�Ç*ÄBÁ¢ÄBÍ¡Ì°Ê8Í�ÁÃÅFÊvÌ|Á3Î � Ó�ÄBÍ�Ì°Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ

pd(p;q; � t) = � (q; � t);

Ô*Í�ÌvÏGÌ p Å¥Ç•ÄBÍ�ÌáÆ�Â�â³Â�Á7Ô*Â‡Ó”Í�É3Ç×É•Æ�Â�Å

]

Æ�Ì ÇGÁ3ËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ‡Ó p =  (q; � t) 4 I‚Í¡ÅFÇ,Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ Å¥Ç

É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥ÊÒÅFÂ q4 �ZÇIÅFÂ�Ð•ÄBÍ¡Ì#Ë¥Å�A#Å¥ÄZÁ3Î � Ó%ÁÃÂ¡ÌsÊ É3Â Ê8Í�Ì�Ê8âÛÄGÍ�ÉŒÄ lim � t ! 0  (q; � t) = � > 0 4

\%ÌvÄmÆ�ÇWÂ�ÁŒÄBÅFÊvÌZÄGÍ�ÉŒÄqAKÉ3Â)B#Á3ÄGÍ�Ì�ÏxÌ�iŠÖ�ÏGÌvÇGÇIÅFÁÃÂ�ÇmÎ�Á3Ï:ÄGÍ�Ì1Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ � É3ÏGÌZÖ�ÁÃÇIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ(4�I‚Í�ÌuAKÉŒÅFÂ

ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ä|ÅFÇ1ÄGÁ•Ì�Â�ÇIÆ�ÏGÌÒÄGÍ�ÉŒÄ>ÄGÍ�ÌsÖ�ÏGÌ5Ø�ÅFÁÃÆ�Ç°Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ>a�Ô*Í¡Ì�ÏGÌ p Å¥Ç1ÄBÍ¡ÌÒÆ�Â�â³Â�Á7Ô*Â2b>Í�É3Ç|É

Æ�Â¡Å

]

Æ�Ì|ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó�ÉŒÂ�È•ÄBÍ�ÉŒÄ lim � t ! 0 � (q; � t) Ì�iŠÅFÇIÄGÇ”É3Â�È´È�Ì�Ö�Ì�Â�È¡ÇZÁÃÂ q4

CZÁ7Ô!ÔxÌ:È�Ì'Q�Â¡Ì  2(q; � t) = � (q; � t)� � t
4 G2 ( (q; � t)) ÓbÉ3Â�È°ÔWÌ:Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ:ÅFÂ X ÄBÍ¡Ì(ØŒÉ"D

Ë¥Æ�Ì p� 2 =  2(q; � t) 47Þ>Â�ÊvÌxÉŒÐ�É3ÅFÂ[Ó5ÄGÍ�ÅFÇ[Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ|ÅFÇ‡É3ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉŒÅFÊ.Å¥Â qÓ�É3Â�È lim � t ! 0  2(q; � t) =
� (q; 0) 4

\%ÌvÄ#Æ�Ç#ÇGÆTA Æ�Ö•Ô*Í�ÉŒÄ#ÔWÌ×Í�É ØÃÌ´È�ÁÃÂ�Ì´Æ�Â�ÄBÅ¥Ë‚Â�Á7Ôn4m6 Ì,ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�ÉŒÄ#Å¥Ä¢Å¥Ç#Ö�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ•ÄBÁ

Ê8Í�Á�ÁÃÇIÌ p É3Â�È p� 2
ÉŒÇ‚É3ËFÐ3Ì�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ‚Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇmÁ3Î qÓ�ÇGÁÒÄBÍ�ÉŒÄWÄGÍ�Ì>ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡È´ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3ÅFÂ�ÄmÅ¥ÇxÎ�Æ�ËXQ�ËFË¥Ì�È 4

l�Æ�ÏjÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÏGÌŒÓ¡ÔWÌ¯ÅFÈ¡Ì�Â�ÄBÅXQ�Ì�È•ÄBÍ¡Ì¯Ë¥Å�A#Å¥Ä:Ô*Í�Ì�Â � t ! 0 ÁŒÎ�ÄGÍ�Ì�ÇIÌ¯Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4

CZÁ7Ô|Ó�ÔxÌ�Æ�ÇIÌ°ÄBÍ�Ì$Q�ÏIÇIÄ”Ê�ÁÃÂ¡ÇIÄBÏGÉ3ÅFÂ�ÄkajYT4†ß"Y�bmÉ3Â�È´È�Ì'Q�Â�Ì

 1(q; � t) = �
� t
4

Q1 G1 ( (q; � t)) � kB T
Q1

Q2

�
 2(q; � t) +

� t
4

G2 ( (q; � t))
�

;

É3Â¡ÈKÔWÌ1Ê8Í�ÁŠÁ3ÇGÌ>Å¥Â X ÄGÍ�ÌZØŒÉ3Ë¥Æ�Ì p� 1 =  1(q; � t) 4¡Þ>Â�Ê�Ì1É3Ð�É3Å¥Â‡ÓÃÄBÍ¡ÅFÇxÎ�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ\ÅFÇmÉŒËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê

Å¥Â qÓ�É3Â�È lim � t ! 0  1(q; � t) = � kB T Q1
Q2

� (q; 0) 4

6!Ì|Ö�ÏIÁ7ØÃÌ�È´Ô*Í�ÉŒÄ*ÔxÌ�ÉŒÂ�Â�ÁÃÆ�Â¡Ê�Ì�È�ÉŒÄ‚ÄBÍ¡Ì¯Ñ�Ì�Ð3ÅFÂ�Â�Å¥Â�ÐsÁ3Î�ÄBÍ�Å¥Ç‚Ö�É3ÏjÄ
4

������������� ����� �

Õ˜ÂgÄGÍ�Ì×Ö¡ÏGÌvØ�Å¥ÁÃÆ�Ç#Ö�É3ÏIÄ�ÓSÔWÌ×ÇGÍ�Á7Ô Å¥ÄsÔWÉ3Ç\Ö�ÁÃÇIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ•ÄBÁ È�Ì'Q�Â�ÌÚÉ3ÂgÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ²Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

q 7! X (q) ÇIÁ#ÄGÍ�ÉŒÄ�!

g

X 0(X (q)) Å¥Ç*É3Â�ÉŒËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î q
g

�ÃÉŒÊ

�
@X 0

@X

�
(X (q)) ÅFÇ*É3Ë¥ÇGÁ¢É3Â×É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�É3Ë�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ,Á3Î q4

Ô*Í�ÌvÏGÌ X 0 = e� t L ef f X 4
ÕœÎ�ÄGÍ�Ì‚É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A a YT4?ß�N.b%ÅFÇ7A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌmÅ¥Â³ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�ÓbÄGÍ�Ì�ÂÒÔxÌ‚Í�É ØÃÌxÄBÍ�Ì

ÏIÌ�ËÙÉ
ÄBÅFÁ3Â!a YT4?ßÃß9b�4(6 Ì �IÆ�ÇIÄ:Â�ÌvÌ�È¢ÄBÁ°Ö�ÏIÁbØ3Ì”ÄGÍ�ÉŒÄ U(X 0(X (q))) � U(X (q)) ÅFÇ�Â�ÁŒÄ:É|ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä

Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂKÄGÁÒÏGÌ�É3Ê8Í,ÉXÊ�Á3Â³ÄGÏBÉ3È¡ÅFÊvÄGÅFÁÃÂ%4�Õ˜ÂKÁÃÏGÈ�ÌvÏxÄGÁÒÈ�ÁÒÇIÁ�Ó�ÔxÌ$A\É3â3Ì1ÉeI.É
B�ËFÁ3ÏxÌ�i¡Ö�É3Â�ÇGÅ¥ÁÃÂ•ÁÃÂ

ÄGÍ�Ì#ØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ � t Ó�É3Â�ÈáÔWÌ#Ê8Í�ÌvÊ8âáÄGÍ�ÉŒÄ|ÄBÍ¡Ì-Q�ÏGÇIÄ¯ÄBÌvÏKA ÏIÌ É3Ë¥Ë�B�È�Ì�Ö�Ì�Â�È¡Ç�ÁÃÂ q4 6!Ì#Ê ÉŒÂ È�Á

ÇIÁ•Ñ�ÌvÊ É3Æ�ÇIÌXÔxÌÒÍ�É ØÃÌsÊ8Í�ÌvÊ8â3ÌvÈ ÄGÍ�ÉŒÄ°ÉŒËFË%ÄBÍ�Ì¯Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�Ç1ÔxÌÒÈ�Ì'Q�Â�Ì�ÈÚÄGÁ²Ñ�Æ�Å¥ËFÈ×ÄGÍ�Ì�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

w

�

�



� ���O���

$

�

�*#%#M (��� ���

q 7! X (q) Í�É7Ø3ÌXÉdQ�Â¡Å¥ÄBÌ|Ë¥Å�A#Å¥Ä:Ô*Í�Ì�Â � t ! 0 4

U(X 0(X (q))) � U(X (q)) = � 0
1 + � 0

2 � � 1 � � 2

=
� t
2

�
1

Q1
pb

� 1
+

1
Q1

pj
� 1

+
1

Q2
g(pb) pb

� 2
+

1
Q2

g(pj ) pj
� 2

�

= � t
�

1
Q1

 1(q; 0) +
1

Q2
g( (q; 0))  2(q; 0) + o(1)

�

= � t
�

�
kB T
Q2

� (q; 0) +
1

Q2
g(� )� (q; 0) + o(1)

�

= � t
�

� 2

m Q2
� (q; 0) + o(1)

�
:

Þ>Â�Ì°Ê É3Â•Ê8Í¡Ì�Ê8â²ÄBÍ�ÉŒÄ � (q; 0) È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�Ç*ÁÃÂ q a�ÄBÍ�É3Â�â³Ç‚ÄBÁÒÄBÍ¡Ì°Ö�É3ÏIÄGÅFÊvÆ�ËÙÉ3ÏxÊ8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì°Á3Î � ÅFÂ

�

]

4�a YT4?ß5:)bVb�45I‚Í¡Ì”ÏIÌ É3Ë � Å¥Ç(É>ÇIÄGÏGÅFÊ5ÄBËXBÒÖ�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥Ø3ÌmÊ�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä
4%�ŠÁ°ÔxÌ”ÏIÌ É3Ê8Í¢ÄBÍ¡Ì”ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3È�ÅFÊ5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4
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	WÌSÊ8Í�É3Ö�Å¦ÄBÏIÌSÏGÌ�Ö¡ÏGÌ�Â¡È�È�ÌvÇ
Ï31�ÇIÆ�Ë¥ÄBÉŒÄBÇ%Á3Ñ¡ÄBÌvÂ�Æ¡Ç�ÌvÂ�ÊvÁÃËFËFÉ3Ñ�ÁÃÏBÉŒÄGÅFÁÃÂZÉ ØÃÌvÊ �n1�ÏIÁÃÂ�Å

]

Æ�Ì lZÆ³Ô*Å¥Ð�Ó

Ì5Ä

]

Æ�Å(ÁÃÂ�ÄXÈ¡ÁÃÂ�Âe1\ËFÅFÌvÆ h×Æ�Â ÏBÉ3Ö�Ö�ÁÃÏjÄ¯ÄGÌ�Ê8Í�Â¡Å

]

Æ�Ì²Å¥Â³ÄGÌ�ÏIÂ�Ì h � l lv4 	WÌ#ÄGÏBÉ ØŒÉ3ÅFË(É 1vÄ31#Î�É3Å¦Ä

È�ÉŒÂ�ÇZË¥Ì°Ê É3Ç*Æ�Â¡ÅFÈ�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Â�ÌvËzÓ�ÌvÄ”Â�ÁÃÆ�Ç*Ö�Ï21�ÇIÌ�Â�ÄBÁÃÂ¡ÇZÊvÅXD˜È¡Ì�ÇGÇIÁÃÆ�Ç”ÇGÌvÇ”Ë¥Å�A#Å¥ÄBÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4

Þ>Â²Ê�ÁÃÂ¡ÇGÅFÈ

b

ÏGÌZÆ�Â²ÇsBŠÇjÄ

b

A\Ì>È¡Ì N + 1 ÉŒÄGÁ9A#Ì�Ç:Ì�Â²Æ�Â¡Ì>È�Å�A#Ì�Â¡ÇGÅFÁ3Â 4�\%Ì1Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A\Ì

]

Æ

4

ÁÃÂ

Ê8Í�ÌvÏGÊ8Í�Ì
h�Ï31vÇGÁÃÆ¡È�ÏGÌáÌ�ÇjÄ,ËFÌÚÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë

b

A#Ì�È�ÌJA#ÅFÂ¡Å�A#ÅFÇBÉ
ÄBÅFÁ3Â a�È�Å¥Ä²Ö�ÏGÁÃÑ¡Ë

b

A#Ì�È¡Ì(JK6VN3@B>9L�U :PI

J 8;AF6VNK:SAa@BL <kIKb

inf
� 2 �

1+ N

(
N � 1X

i =0

W(ui +1 � ui ) �
M � 1X

i =0

f i ui ; u0 = 0; uN = a

)

; a _�4XN.b

Á�� W ÌvÇIÄZËFÌ°Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅFÌvË%ÅFÂ�ÄBÌvÏBÉŒÄGÁ9A\Å

]

Æ�Ì°È

4

ÅFÂ�ÄBÌvÏBÉ3Ê5ÄBÅFÁ3Â^a�Â�ÁÃÆ�Ç*Î�É3Å¥ÇGÁÃÂ�Ç‚Ë

4

Í)B�Ö�Á3ÄBÍ

b

ÇGÌ¯È

4

ÅFÂ�ÄBÌvÏsD

É3Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂgh\Ö¡ËFÆ�ÇZÖ�ÏGÁ�Ê8Í�Ì�ÇZØÃÁÃÅ¥ÇGÅFÂ¡Ç	b”Ì5Ä f ÇGÁÃÂ�Ä°Ë¥Ì�Ç*Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç>È�Ì�ØÃÁÃË¥ÆTA\Ì(4�\
Ì¯ØÃÌvÊvÄBÌvÆ�Ï

�

2 RN +1

ÏIÌ�Ö�Ï21�ÇGÌvÂ�ÄBÌ*ËÙÉ”Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ‡ÓbÈ�ÉŒÂ�Ç.ËFÉ1Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏGÉŒÄBÅ¥ÁÃÂXÈe15Î�ÁÃÏKA�1�ÌŒÓŒÈ¡Ì�Ç N + 1 ÉŒÄGÁ9A\ÌvÇ,43Þ>ÂÒÇGÆ�Ö¡Ö�ÁÃÇIÌ

]

Æ�Ì�ËFÌ�Ç*Î�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç”Â

4

É3ÐÃÅ¥ÇGÇGÌvÂ�Ä1Ö�ÉŒÇ1È�É3Â¡Ç”ÄGÁÃÆ¡Ä”ËFÌ|È�Á9A\É3Å¥Â�Ì3Ó A\É3ÅFÇ‚ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ�Ä*ÇGÆ�ÏZËFÌ�Ç”ÉŒÄGÁ9A#Ì�Ç

i 2 [0; M � 1] ÓŠÉ7Ø3Ì�Ê 1 � M � N 4�CZÁÃÆ�ÇxÇGÆ�Ö¡Ö�ÁÃÇIÁÃÂ�Ç

]

Æ¡Ì N ÌvÇIÄxÄBÏGÁ3ÖKÐÃÏGÉ3Â�È#Ö�ÁÃÆ¡Ï

]

Æ�ÌZËFÌ

Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A#Ì ar_�4XN.bmÇGÁÃÅ¦Ä”ÄGÏBÉ3Ê5Ä8É3Ñ¡ËFÌ|Â³ÆTAi1vÏGÅ

]

Æ¡Ì,A#Ì�Â�Ä Ó2A\É3ÅFÇ

]

Æ�Ì M Ì�ÇjÄ>É3ÇIÇGÌ'UXÖ�ÌvÄBÅ¦Ä”Ö�ÁÃÆ¡Ï

]

Æ�Ì

Ë¥Ì A �,A#ÌZÖ�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A#Ì3Ó³Ö�Á3Ç311ÇIÆ�ÏmÆ�ÂKÇVB�ÇIÄ

b

A#Ì>Ê�ÁÃÂ�ÄGÌ�Â�É3Â�Ä M É
ÄBÁ9A#Ì�ÇvÓŠÇIÁÃÅ¥Ä:ÄBÏGÉ3ÊvÄBÉ3Ñ�ËFÌ(4�\
Ì1Ñ�Æ¡Ä

È�ÌXË

4

1vÄBÆ¡È�ÌXÌvÇIÄ>È¡ÌXÊ�Á3Â�ÇIÄGÏGÆ�Å¥ÏGÌXÈ¡Ì�Ç°É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÌvÇmÎ�ÁÃÂ�Èe1vÇ1ÇGÆ¡Ï1ËÙÉ#Ï31vÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ×È

4

Æ�ÂÛÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë

b

A#Ì

È�Ì•ÄBÉ3ÅFË¥ËFÌ M Ö�ÁÃÆ�Ï¢É3Ö�Ö¡ÏGÁ�Ê8Í�Ì�Ï

� r
j[0;M ]

Ó�Á��

� r Ì�ÇIÄ#ËFÉÚÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂlÈ�Ì a _�4�N.b a�Â�ÁÃÆ�Ç¢ÏIÌvØÃÌvÂ�ÁÃÂ�Ç

ÊvÅXD˜È¡Ì�ÇGÇIÁÃÆ�Ç”ÇGÆ�Ï*Ë¥Ì�Ç‚Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A\ÌvÇ‚È

4

Ì�iŠÅFÇjÄBÌ�Â¡Ê�ÌXÌ5Ä*È

4

Æ�Â�ÅFÊvÅ¥Ä31°È�Ì|ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ2b�4

CZÁÃÆ¡Ç#Ì�iŠÖ�ËFÅ

]

Æ¡ÁÃÂ�ÇpA\É3ÅFÂ�ÄBÌvÂ�É3Â�Ä¢Â�Á3ÄGÏGÌ•Èe1'AKÉŒÏGÊ8Í�Ì,È�É3Â¡Ç#Æ¡ÂgÊ�É3È�ÏGÌ � lXY a�È�Ì�ÇIÊ�ÏIÅFÖ¡ÄGÅFÁÃÂ

È�Æ>A\ÉŒÄk1vÏGÅÙÉŒÆlÖ�É3ÏsÆ�ÂÜÊ�ÁÃÂ�ÄGÅFÂ³Æ�ÆTA Ö¡ËFÆ¡Ä"!3Ä

]

Æ�Ì,Ö�É3ÏsÆ�ÂÜÌ�Â¡ÇGÌ,AXÑ�ËFÌ,È�Å¥ÇGÊ�ÏIÌvÄ¢È

4

ÉŒÄGÁ9A\ÌvÇ	b_ÓSÌvÄ

ÌvÂ�È�Å�A#Ì�Â¡ÇGÅFÁ3Â�ß�4��ŠÁÃÅ¦Ä¯È�ÁÃÂ�Ê W Æ�Â�ÌKÈ¡Ì�Â�ÇIÅ¥Äk1\È

4

1�Â�ÌvÏGÐÃÅ¥Ì 1�ËFÉ3ÇIÄGÅ

]

Æ�ÌŒÓ 
 � R2 ËFÌ#È�Á9A\É3Å¥Â�Ì

Á�Ê�ÊvÆ�Ö 1WÖ�É3Ï.Ë¥ÌqA\ÉŒÄ31�ÏGÅFÉ3Æ‡Ó7Ì5Ä 
 int
ËFÌWÈ¡Á9AKÉŒÅFÂ�Ì(ÅFÂ�Ä31�ÏGÅ¥Ì�Æ�ÏvÓŒÈ�É3Â�Ç.Ë¥Ì

]

Æ�ÌvËŠÈ�ÌvÇ.Î�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç.È�ÌxØ3ÁÃËFÆTA#Ì

É3Ð3ÅFÇGÇIÌ�Â�Ä
4 �ŠÁÃÅ¦Ä 
 ext = 
 n 
 int
ËFÌ|È�Á9A\É3ÅFÂ¡Ì¯Ì�i�Äk1�ÏIÅFÌvÆ�Ï,4�Þ>Â�Â�ÁŒÄBÌ 
 Ë

4

ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ|Ì�Â�ÄBÏIÌ 
 int
Ì5Ä 
 ext

Ó�ÌvÄ � Ë¥Ì°Ñ�Á3ÏGÈ,È�Æ´È�Á9A\É3ÅFÂ�Ì1Ì�i�Äk1vÏGÅFÌvÆ�Ï 
 ext
a�Ê5ÎE4�ËÙÉeQ�ÐÃÆ¡ÏGÌk_�4XN.b�4
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�

pvk‚y_{?fbh�{•f�n	®Iu	{?hj~
u


 int

�

f�nzhju	r¦y5•ˆh




�

p5k‚y5{•fbh�h���nz®juz{•hI~bu


 ext

�

f�n	hIu�r¦yv•ˆh

�

�������

_�4�N

g	��
8 8
�;Y0 

��������
�� ��� ��
�;R+-���!%



%"�P��� ��
�;R+-���!%Z���:��
"����%"���


 int
%"�Y��� ��
�;R+-���!%

%�
 ��
"����%"���


 ext
W1��
"0,+-��
8�[0,+-� ���!% ���:��%"� � +� 8%



] � ' ��� 9 +�0,+��L��% ��%8 8
���@*��%";=%"�*�R%"�:����% '�%8� ��%"��


��
�;R+-���!%8�>]

\%Ì¯Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë

b

A#Ì>È�Ì|Ï315Î 1�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�ÌvÇIÄ

inf
� Z



W(r u(x)) dx �

Z


 int

f (x)u(x)dx; u 2
�
W 1;p(
)

� 2
; uj � = u0

�
; a _�4?ß9b

Á�� p 2 N� Ì�ÇjÄmÄBÌvË

]

Æ�Ì>Ë

4

1vÂ�Ì�ÏIÐÃÅFÌZÌ�ÇjÄ‚Ñ�ÅFÌvÂ²Èe1�Q�Â�ÅFÌ1È

b

Ç

]

Æ�Ì u 2 (W 1;p(
)) 2
ÓŠÌ5Ä u0

Ì�ÇjÄ‚Æ�Â�Ì

ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â,É3Æ�i•Ë¥Å�A#Å¥ÄGÌ�Ç:Èe1'Q�Â¡ÅFÌ°ÇGÆ¡Ï � 4 \
ÉÒÖ�Ë¥Æ�Ö�É3ÏjÄ‚È�ÌvÇ�A�1vÄGÍ�Á�È�Ì�Ç

]

Æ�Ì|Â�ÁÃÆ¡Çj1vÄBÆ¡È�ÅFÁÃÂ¡Ç*a�Ì�Â

Ö�ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Æ�Ë¥ÅFÌvÏWË

4

É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ì‚È

4

�uU�É7ÔWÉ+_�4†ß�4fY�b(ÇGÁÃÂ�Ä*È�ÌvÇ Ai15ÄBÍ�Á�È�ÌvÇ‚Å¥Äk1vÏBÉŒÄGÅ¥Ø3Ì�Ç !¡Ö�É3ÏIÄBÉ3Â�Ä‚È

4

Æ�Â�Ì

ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â×ÉŒÆ�i•Ë¥Å�A#Å¥ÄBÌvÇ uk Èe1�Q�Â�ÅFÌ|ÇIÆ�Ï 
 Ó

N94‚Á3Â×Ï21�ÇGÁ3Æ¡Ä”ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A\Ì°È¡Ì*A#ÅFÂ¡Å�A#ÅFÇBÉ
ÄBÅFÁ3Â

inf
� Z


 int

W(r u(x)) � f (x)u(x)dx; u 2
�
W 1;p(
)

� 2
; uj 
 = uk

�
; a _�4fh)b

]

Æ�Å
ÌvÇIÄ”Æ�Â´Ö�ÏGÁÃÑ¡Ë

b

A#Ì>Ö�ÁÃÇ31|ÇIÆ�Ï*ËFÌ°Ö�ÌvÄBÅ¦Ä*È�Á9A\É3ÅFÂ¡Ì 
 int
Ó�Á3Â´Â¡Á3ÄBÌ uk

int
ÇGÉ#ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ��

ß�4‚Á3Â×Ï21�ÇGÁ3Æ¡Ä”ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A\Ì°È¡Ì*A#ÅFÂ¡Å�A#ÅFÇBÉ
ÄBÅFÁ3Â

inf
� Z


 ext

W(r u(x))dx; u 2
�
W 1;p(
)

� 2
; uj 
 = uk ; uj � = u0

�
; a _�4;Y�b

Ì5Ä”ÁÃÂ×Â¡Á3ÄBÌ uk
ext

ÇGÉ#ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ��

h�4‚Ë¥Ì�Ç‡Î�ÁÃÂ¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç uk
int

Ì5Ä uk
ext

ÇGÁÃÂ�Ä�Æ¡ÄBÅ¥ËFÅ¥Ç31�ÌvÇ‡Ö�ÁÃÆ�ÏHA#ÌvÄGÄGÏGÌ h �IÁÃÆ�Ï%ËFÉmÊ�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ°È

4

ÅFÂ�ÄGÌ�ÏIÎ�ÉŒÊ�Ì

Ì5Ä”Èe1'Q�Â¡ÅFÏ uk+1 ÇGÆ�Ï 
 4

\%Ì•Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A\ÌKÈ�Ì•Ê�Ì5Ä#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#ÌSa�ÌvÄ¢ËFÌvÇÒËFÅ�A\Å¦Ä8ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç°È�Ì•Â�Á3ÄGÏGÌ,É3Ö�Ö¡ÏGÁ�Ê8Í�Ì�bXÖ�ÏIÁ7ØŠÅ¥Ì�Â�Ä¢È�Ì

Ë

4

15Ä8É3Ö�Ìpar_�4fY)b5Ó

]

Æ�Å[ÌvÇIÄ‚Æ�ÂKÖ�ÏGÁÃÑ¡Ë

b

A#Ì”È�Ì A#ÅFÂ�Å�A\Å¥ÇBÉŒÄGÅFÁÃÂÒÇIÆ�ÏWÆ¡Â²ÐÃÏBÉŒÂ�È²È�Á9A\É3Å¥Â�Ì 
 ext
Ó�È�ÁÃÂ�Ê

@¯d�<?L58;<?L[ÉŒÆ�ÇGÇIÅ�È¡Å¥à#Ê�Å¥ËFÌ7hsÏ31vÇGÁÃÆ¡È�ÏGÌ

]

Æ�Ì|ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A\Ì°È¡Ì¯Ï21vÎ 1vÏGÌ�Â¡Ê�Ì a _�4?ß9b�4

l>É3Â�Ç|ÊvÌ�ÏIÄBÉ3ÅFÂ¡Ç¯Ê�É3Ç¯Ö�É3ÏIÄGÅFÊvÆ�ËFÅ¥Ì�ÏGÇvÓ[ÁÃÂáÊvÁÃÂ�Â�É��¥Ä|Âe1 ÉŒÂTA\Á3ÅFÂ�Ç°ËFÉ,ÇIÁÃËFÆŠÄBÅFÁ3ÂÛÈ�Ì�a _�4;Y�b�4���Æ�Ö�D

Ö�ÁÃÇGÁ3Â�Ç

]

Æ�Ì F 7! W(F ) ÇGÁÃÅ¦ÄWÆ¡Â�Ì1Î�ÁÃÂ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂKÇjÄBÏGÅ¥ÊvÄGÌ,A#Ì�Â�ÄWÊvÁÃÂ�ØÃÌ�i¡Ì|ÇIÆ�ÏWË¥Ì�ÇvA\ÉŒÄGÏGÅFÊvÌ�Ç 2� 2 Ó

w

���



É3Ë¥ÁÃÏGÇSË¥Ì�ÇSÖ�ÏIÁÃÑ�Ë

b

A#Ì�Ç�a _�4†ß9b_Ó2a _�4 h)b.Ì5Ä a _�4;Y�b.ÁÃÂ�Ä(Æ�Â�Ì*Æ�Â¡Å

]

Æ�Ì*ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ 4ÃÞ°Â#Ç

4

ÅFÂ�Ä31�ÏGÌvÇGÇIÌuA\É3ÅFÂ�D

ÄGÌ�Â�É3Â�Änh#ËFÉsÏ31�ÇIÁÃËFÆŠÄBÅFÁ3Â´È¡Ì ar_�4fY)b�4#�ŠÆ¡Ö�Ö�Á3ÇGÁÃÂ�Ç

]

Æ�Ì3Ó h¢Ë

4

Å¥Äk1vÏBÉŒÄGÅFÁÃÂ k Ó�ÅFË%Ì�iŠÅFÇIÄGÌ|Æ�Â�Ì*AKÉŒÄGÏGÅ¥Ê�Ì

ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�ÄBÌ Ak ÄGÌ�ËFË¥Ì

]

Æ�Ì|ËFÌ�Ç‚Î�ÁÃÂ¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç uk Ì5Ä u0
]

Æ�Å
É3Ö�Ö�ÉŒÏBÉ3Å¥ÇGÇGÌvÂ�ÄZÈ�É3Â�Çka _�4;Y�bxØB1�ÏGÅXQ�Ì�Â�Ä

8x 2 
 ; uk(x) = Akx ÌvÄ 8x 2 � ; u0(x) = Akx: a _�4 _9b

?ZËFÁÃÏIÇ�Ó‡ÊvÁ9A+A#Ì W Ì�ÇIÄ¯ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�iŠÌ\È�ÁÃÂ�Ê

]

Æ�É3ÇIÅXDœÊ�ÁÃÂ�ØÃÌ�iŠÌ3Ó
ÁÃÂáÇBÉ3Å¦Ä

]

Æ�Ì u(x) = Akx ÌvÇIÄ¯Æ�Â�Ì

ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ•È¡Ì3a _�4;Y�b5ÓŠÌvÄ*Ê

4
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ÄBÌ�ÏIÅÙÉ3Ë¥Ç[Å¥Ç%ÐÃÁ7ØÃÌ�ÏIÂ�Ì�È�Ñ)B°ÄBÍ�Ì(Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÂ�Ê�Ì

Á3Î1ÇGÅ¥Â�ÐÃÆ�ËFÉ3ÏGÅ¦ÄBÅFÌvÇXÅ¥ÂÜÄGÍ�Ì´ÉŒÄBÁ9A#ÅFÇjÄBÅ¥Ê²ËÙÉŒÄIÄBÅ¥Ê�Ì54 l�Á3ÏsÅFÂ�ÇjÄ8É3Â�ÊvÌ3ÓSÇjÄ8É3Ê8â³ÅFÂ¡Ð Î�É3Æ�Ë¦ÄBÇvÓ�È�ÅFÇIËFÁ�Ê ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç

ÁÃÏ¢ÐÃÏGÉ3ÅFÂlÑ�ÁÃÆ�Â¡È�É3ÏGÅ¥Ì�Ç¢É3ÏIÌ•ÔWÌ�É3âlÖ�Á3ÅFÂ�ÄBÇsÁ3Î1ÉÛÊ�ÏsBŠÇjÄ8É3Ë¥ËFÅ¥Â�Ì•ÇGÁÃË¥ÅFÈ 4�Õ˜ÂgÁ3ÏGÈ�ÌvÏÒÄBÁ É3Ê�ÊvÆ�ÏBÉŒÄGÌ�ËXB

ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ>ÄGÍ�ÌnAKÉ3ÊvÏGÁÃÇIÊ�ÁÃÖ¡ÅFÊ>Ö�ÏIÁÃÖ�Ì�ÏIÄGÅFÌvÇ‚Á3Î
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É3Ö¡Ö�ÏGÁÃÖ¡ÏGÅÙÉ
ÄBÌ54
=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó7ÄBÍ�Ì(ÇIÅ�U�ÌSÁŒÎŠÄGÍ�ÌcAKÉŒÄGÌ�ÏIÅÙÉ3ËbÄBÍ�É
Ä
Ê É3Â|Ñ�Ì:ÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉŒÄGÌ�È°Ñ)B°ÁÃÂ�ËXB1ÏIÌ�ÇIÁÃÏIÄGÅFÂ�Ð

ÄGÁ�ÇGÆ�Ê8Í ÉRQ�Â�Ì�ÇIÊ É3Ë¥Ì�È�ÌvÇGÊ�ÏIÅFÖ¡ÄGÅFÁÃÂNÅFÇ\Ø3Ì�ÏsBNÇVAKÉ3Ë¥Ë*ÅFÂNÊvÁ9A#Ö�É3ÏGÅ¥ÇGÁÃÂÜÔ*Å¥ÄGÍNÄBÍ�Ì×ÇGÅ�U�ÌÚÁ3Î1ÄBÍ�Ì

ÇGÉ5A\Ö¡ËFÌ>ÄBÍ�ÉŒÄ”ÁÃÂ�Ì|ÅFÇ‚Å¥Â³ÄGÌ�ÏIÌ�ÇIÄGÌ�È×ÅFÂ 4TI‚Í¡Ì�ÇGÉ5A\Ì°Å¥ÇGÇIÆ�Ì�ÇZÉ3ÏGÅ¥ÇGÌ>Ô*Í�ÌvÂ�ÁÃÂ¡Ì|ÔWÉ3Â�ÄBÇ*ÄBÁ#Ê�Á5A\Ö�ÆŠÄBÌ

ÄGÍ�Ì>ÉŒÄGÁ9A#ÅFÇIÄGÅFÊ‚Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç(Á3Î
É¯È�ÅFÇIËFÁ�Ê ÉŒÄGÅFÁÃÂsÊvÁÃÏGÌ(4�I‚Í�Ì
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Æ�Ì�ÇjÄBÅFÁ3ÂKÔWÌ1É3È�È�ÏIÌ�ÇIÇmÅFÂ¢ÄBÍ�ÌZÖ�ÏGÌvÇGÌvÂ³Ä

ÔxÁÃÏGâ•Å¥Ç¢ÄGÍ�Ì´Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄBÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ•Á3Î>ÄBÍ¡Ì×Ì
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Æ¡ÅFËFÅ¥Ñ�ÏGÅ¥ÆTA Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏBÉ
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ÄGÁÚÅ�A#Ö�Á3ÇGÌ\É3È�Ì
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ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ(È�Å¥ÇGËFÁ�Ê É
ÄBÅFÁ3Â1Ö�ÏIÁÃÖ�ÌvÏIÄGÅFÌ�Ç%Å¥ÂmW?ß(P�N

[

a�ÇGÌ�Ì:É3Ë¥ÇGÁ W•ß5P�ßŠÓ¦ß(P9h¡Ó¦ß5P)_
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È�ÉŒÏVBÃÓ�ÁÃÂ�ÌÒÌvÂ�È�Ç°Æ�ÖÚÔ*Å¦ÄBÍÛÉ#ÄBÏBÉŒÊvÄ8ÉŒÑ�ËFÌ�Â�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë�Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A!42? Â�ÉŒÄGÆ�ÏBÉŒË�Å¥È�Ì ÉKÅ¥ÇZÄGÁ²Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ

ÇIÁ9A\ÌWÉ3ÏGÑ¡Å¥ÄBÏGÉ3ÏVB>Ñ�ÁÃÆ¡Â�È�É3ÏsB�ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç
ÁÃÂXÄGÍ�ÌWÅ¥Â³ÄGÌ�ÏjÎ�É3Ê�ÌŒÓbÄGÍ�Ì�Â�ÄBÁ1ÇIÁÃË¥Ø3ÌxÄGÍ�ÌWÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇGÖ�ÁÃÂ�È¡ÅFÂ�Ð

A#ÅFÂ�Å�A\Å�U ÉŒÄGÅFÁÃÂ´Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A Å¥ÂáÄGÍ�Ì�L >�2EIK<?L58;<ZÈ�Á9A\É3ÅFÂ‡Ó[É3Â�È�Q�Â�É3Ë¥Ë�B´ÄBÁ´Æ�Ö�È�ÉŒÄBÌÒÄGÍ�Ì¢Ñ�Á3Æ�Â�È�É3ÏsB

ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â 4%I‚Í�Ì¢È�Å¥ÇGÖ�ËFÉ3Ê�Ì'A\ÌvÂ�Ä$AÒÆ�ÇjÄ|Ñ�ÌsÊvÁÃÂ�ÄBÅFÂ³Æ�Á3Æ�Ç°ÁÃÂÛÄBÍ�ÌsÅ¥Â�ÄBÌ�ÏjÎ�É3Ê�ÌsÑ�ÌvÄ˜ÔxÌ�ÌvÂ ÄGÍ�ÌÒÄ˜ÔWÁ

È�Á5AKÉ3Å¥Â�Ç�Ó�ÉŒÂ�È×ÄGÍ�Ì�ÇIÆTA Á3Î�ÄBÍ�Ì|Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç1É3ÊvÄGÅFÂ�Ð¢ÁÃÂ´ÄBÍ�Ì¯ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ¯ÉŒÄBÁ9A#Ç AÒÆ�ÇjÄ1Ñ�Ì�Ì

]

Æ�É3Ë%ÄBÁ

UvÌ�ÏGÁ�4 I‚Í³Æ�Ç�Ó%Æ�Ö�È�ÉŒÄGÅFÂ�Ð\ÄBÍ�ÌsÑ�ÁÃÆ�Â�È�É3ÏVB�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂÚÊ�É3ÂÛÑ�ÌsÈ¡ÁÃÂ�ÌsÌ�Å¦ÄBÍ�ÌvÏ>Ñ)BÚÊ�É3Â�Ê�ÌvËFË¥ÅFÂ�Ð#ÄBÍ�Ì

ÏIÌ�ÇGÅ¥È�Æ�É3Ë�Î�Á3ÏGÊ�Ì‚Á3Â¢ÄGÍ�Ì*ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ3ÓÃÁ3ÏSÑ�BÒÊ É3Â�ÊvÌ�Ë¥ËFÅFÂ¡Ð1ÄBÍ�Ì*È�Å¥ÇGÊvÁÃÂ�ÄBÅFÂ³Æ�Å¦ÄFBÒÁ3Î�ÄBÍ¡Ì‚È�ÅFÇIÖ�ËÙÉ3ÊvÌ,A#Ì�Â�Ä

a’ÄBÍ�ÉŒÄ:Å¥Ç�Ó�ÉŒÄGÁ9A#Ç�ÁÃÂsÄBÍ�Ì*Å¥Â³ÄGÌ�ÏjÎ�É3Ê�Ì*É3ÏIÌ*Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏGÌvÈ#ÄGÁ¯Ñ�Ì�Ë¥ÁÃÂ�Ð>ÄGÁ|Ä˜ÔxÁ¯ÇVB�ÇIÄGÌ,A#Ç�Ó�ÄBÍ�Ì L >�2 IK<?L58;<

ÁÃÂ¡Ì1É3Â¡È\ÄBÍ¡ÌmIIHÃ2 IK<?L58;<�ÁÃÂ�ÌŒÓŠÉŒÂ�È#ÄGÍ�Ì”ÐÃËFÁÃÑ�É3Ë�Ì

]

Æ�Å¥ËFÅFÑ¡ÏGÅFÆ�A Í�ÉŒÇxÑ�Ì�ÌvÂKÏGÌ�É3Ê8Í�ÌvÈKÔ*Í�Ì�Â\ÄBÍ�Ì”È�ÅFÇED

Ö�ËFÉ3Ê�Ì'A\ÌvÂ�Ä”É3Ê�ÊvÁÃÏGÈ�Å¥Â�ÐXÄGÁÒÄBÍ�ÌML >�2 IK<?L58;<xÖ�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,APÅFÇmÌ

]

Æ�É3Ë[ÄBÁÒÄGÍ�Ì°È�Å¥ÇGÖ�ËFÉ3Ê�Ì'A\ÌvÂ³ÄmÉ3Ê�ÊvÁÃÏGÈ¡ÅFÂ�Ð

ÄGÁ#ÄGÍ�Ì!IIHÃ2EIK<?L58;<WÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A b�4

I‚Í�ÌÒÉŒÅ�A Á3Î�ÄBÍ�ÌXÉ3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì|ÅFÇ*ÄBÁKÊvÁ9A#Ö�É3ÏGÌ¯ÇGÌ5ØÃÌvÏBÉ3Ë�È�Å

`

Ì�ÏIÌ�Â�Ä A#ÌvÄGÍ�Á�È�Ç�Ó�Ñ�ÁŒÄBÍ�Á3Â×ÄBÍ¡ÌXÂ³Æ�D

A#Ì�ÏIÅFÊ ÉŒË%É3Â�É3ËXB�ÇGÅFÇ‚ÇjÄ8É3Â¡È�Ö�Á3ÅFÂ�ÄZÉ3Â�È,ÏGÌvÐ�É3ÏGÈ¡ÅFÂ�Ð¢Å�A#Ö�Ë¥Ì,A#Ì�Â�Ä8ÉŒÄGÅFÁÃÂKÅFÇGÇIÆ�Ì�Ç'4�l�Á3ÏmÄBÍ�Å¥Ç‚Ö�Æ�ÏGÖ�ÁÃÇIÌ3Ó

ÔxÌXÉŒÇGÇGÆ�A\Ì°ÄBÍ�ÉŒÄ‚ÔWÌ¯Í�É ØÃÌ|Ä˜ÔxÁ\ÇIÁ3Î’Ä˜ÔmÉŒÏGÌ�ÇZÉŒÄ*Í�ÉŒÂ�È !

a�Å b²ÄGÍ�ÌpQ�ÏGÇjÄ¯ÁÃÂ�Ì#Ê É3Â Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÌsÄBÍ�Ì¢Ì

]

Æ�Å¥ËFÅ¥Ñ�ÏGÅ¥ÆTA ÊvÁÃÂ�Q�Ð3Æ�ÏBÉŒÄGÅFÁÃÂáÁ3ÎmÉ´Â¡Á3Ä°ÄBÁ�Á,ËÙÉ3ÏIÐÃÌ��

É
ÄBÁ9A#ÅFÇjÄBÅFÊ1ÇVB�ÇIÄGÌ,A �

a�Å¥Å b\ÄBÍ¡Ì²ÇGÌvÊ�ÁÃÂ�È•ÁÃÂ¡Ì²Ê É3ÂlÍ�É3Â�È�Ë¥Ì²ËÙÉ3ÏIÐÃÌ²É
ÄBÁ9A#ÅFÇjÄBÅFÊ¢ÇsBŠÇjÄBÌ'A\Ç¢È�ÌvÇGÊ�ÏIÅFÑ�Ì�ÈlÑ)B U : @�4B<2@32 L5N

Å¥Â�ÄBÌ�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÁÃÂ,Ö�Á3ÄBÌvÂ�ÄBÅÙÉŒËFÇ,4

l�ÁÃÏ�Ì�É3Ê8Í¢Á3Î�ÄBÍ�Ì*ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç%ÔxÌ*ÇGÍ�É3Ë¥ËŠÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�Ä:Ñ�ÌvËFÁ7Ô|Ó3ÔxÌmÔ*ÅFË¥ËŠÈ�Å¥ÇGÊvÆ�ÇGÇSÅ¦ÄBÇ�Å�A\Ö�Ë¥Ì,A#Ì�Â�Ä8É
ÄBÅFÁ3Â

�

eÚkmp5uzh.ƒ
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Å¥ÇGÇGÆ¡Ì�Ç�Ó�É3Â�È×Ö�Á3ÅFÂ�Ä”ÁÃÆ¡Ä”Ô*Í�ÌvÄGÍ�Ì�ÏZÅ¥Ä*ÅFÇ”Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì|ÄGÁ\Æ¡ÇGÌ�ÄGÍ�Ì|Ä˜ÔWÁ²ÇIÁ3Î’Ä˜ÔWÉ3ÏGÌvÇ>É3Ç”Ñ�ËÙÉŒÊ8â•Ñ�Á
iŠÌ�Ç

ÄGÍ�ÉŒÄZÉ3ÏGÌ°ÇIÅ�A#Ö�Ë�B\Ê�Á3Æ�Ö�ËFÌvÈ‡Ó�ÁÃÏmÔ*Í�Ì5ÄBÍ�ÌvÏZÁ3Â�Ì|Í�É3Ç‚ÄBÁ-A#ÁŠÈ�Å¦Î B\ÄGÍ�Ì,A!4

I‚Í�ÌÚÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥Ì´Å¥Ç\Á3ÏGÐ�É3Â¡Å�U�ÌvÈ É3Ç¢Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*Ç,4@I‚Í�Ì�Â�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë”É3Â�É3ËXB�ÇGÅFÇ¢Á3Î1ÄBÍ�Ì�A\Ì5ÄBÍ�Á�È�Ç#ÅFÇ

Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�Â�ÄBÌvÈ×Å¥Â��ŠÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂ/_�4?ß�4�I�ÁsÇIÅ�A#Ö�ËFÅ¦Î BXÄGÍ�Ì°É3Â�ÉŒË�B�ÇGÅ¥Ç�Ó�ÔWÌ°Á3Â�Ë�B¢ÊvÁÃÂ�ÇGÅ¥È�Ì�ÏWÁÃÂ�Ì1È¡Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ�ÉŒË

Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A#Ç,4Hl.Å¥ÏGÇjÄ Ó‡É•ÏIÌvÎ�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ¢Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A ÅFÇ°ÇIÌvÄ¯ÅFÂ �ŠÌvÊvÄGÅFÁÃÂR_�4?ß�4XN94[Õ˜Â �ŠÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ _�4?ß�4†ß�Ó[ÄBÍ�ÏIÌ�Ì

A#ÌvÄGÍ�ÁŠÈ¡ÇÒÑ�É3ÇIÌ�ÈlÁÃÂ!ÄGÍ�Ì²Ê�É3Â�Ê�ÌvËFËFÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ!Á3ÎWÄBÍ�Ì²Å¥Â�ÄBÌ�ÏjÎ�É3Ê�Ì\Î�ÁÃÏGÊvÌ�ÇsÉ3ÏIÌKÖ�ÏIÌ�ÇIÌ�Â�ÄBÌvÈ 4@I‚Í�Ì Q�ÏIÇIÄ

ÁÃÂ¡Ì>Í�É3ÇxÑ�ÌvÌ�Â•Ö�ÏIÁÃÖ�Á3ÇGÌ�ÈKÅFÂgW•ß5P�N

[

Ó�É3Â�ÈKÔxÌ>Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ>Å¥Â��ŠÌvÊvÄGÅFÁÃÂ�Ç _�4?ß�4†ß�4†ßXÉŒÂ�È/_�4?ß�4?ß�4 h¯ÇGÁ9A#Ì

A#ÁŠÈ¡Å�Q�Ê�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç(Á3Î‡ÄGÍ�ÅFÇmA\Ì5ÄBÍ�Á�È 4³Õ˜Â��ŠÌvÊvÄGÅFÁÃÂ _�4†ß�4 h¡Ó�ÄGÍ�Ì1Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ÅFÇ(ÄBÏIÌ ÉŒÄGÌ�ÈKÔ*Å¦ÄBÍKÉ3Â²É3È�É3Ö�D

ÄBÉŒÄBÅ¥ÁÃÂÛÁ3Î:ÄBÍ�Ì �uU�É ÔmÉ´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!42I‚Í�Ì¢ÏGÌ�ËFÉŒÄBÅ¥ÁÃÂÛÑ�ÌvÄ˜ÔxÌ�Ì�Â ÄBÍ�Ì¢ËFÉŒÄGÄGÌ�Ï°É3Â¡ÈáÄGÍ�Ì#É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA

Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ#Å¥Â	�ŠÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ3_�4?ß�4†ß�4†ß1Å¥Ç.ÁÃÆ¡ÄGËFÅ¥Â�Ì�È 45CZÌ�iŠÄ�Ó9A#ÌvÄBÍ¡ÁŠÈ�Ç.Ñ�É3ÇGÌvÈ¢ÁÃÂÒÄBÍ�Ì‚ÊvÁÃÂ�ÄBÅ¥Â�Æ¡Å¥ÄFB�Á3Î�ÄBÍ�Ì

È�Å¥ÇGÖ�ËFÉ3Ê�Ì'A\ÌvÂ�ÄxÁ3Â¢ÄGÍ�Ì”ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌZÉŒÏGÌ‚Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÂ�ÄBÌ�ÈKÅFÂ �ŠÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ _�4†ß�4;YT456 Ì Q�ÏGÇjÄxÈ¡ÌvØÃÌvËFÁÃÖ#ÅFÂ �ŠÌvÊ�D

ÄGÅFÁÃÂS_�4†ß�4fYT4XNÒÉŒÂ�Å¥ÄGÌ�ÏGÉŒÄBÅ¦ØÃÌ*A\Ì5ÄBÍ�Á�È‡Ó�ÅFÂ´ÄBÍ�Ì�ÇGÖ�Å¥ÏGÅ¥Ä”Á3Î�È�Á9A\É3ÅFÂ´È�Ì�ÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ,ÄBÌvÊ8Í�Â�Å

]

Æ�ÌvÇ,4

C”Ì�i�Ä Ó:ÅFÂ �ŠÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ _�4†ß�4;YT4?ßŠÓ�ÔxÌ×È�Ì5ØÃÌvËFÁÃÖNÉ È�Å¥ÏGÌ�Ê5Ä¢ÄBÌ�Ê8Í¡Â�Å

]

Æ�Ì´Ô*Í�ÅFÊ8ÍgÅFÇ¢Ê�Ë¥ÁÃÇGÌ•ÄBÁ ÅFÂ�ÄGÌ�ÐÃÏGÉ3Ë

ÏIÌ�Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÂ�Ä8ÉŒÄGÅFÁÃÂ´ÄBÌ�Ê8Í¡Â�Å

]

Æ�ÌvÇ,4

o�É3Â)B Â³ÆTA\ÌvÏGÅ¥Ê É3Ë(Ì�i¡É5A#Ö�Ë¥Ì�ÇÒÉŒÏGÌ#Ö�ÏGÁ7Ø�ÅFÈ�ÌvÈ�ÅFÂ �ŠÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ _�4fh¡Ó%ÄBÁ×ÅFË¥ËFÆ�ÇjÄBÏBÉ
ÄBÌÒÄBÍ¡ÌKÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ

ÁÃÑŠÄ8É3Å¥Â�Ì�È\Ñ�B#Â³ÆTA#Ì�ÏIÅFÊ ÉŒË�ÉŒÂ�É3Ë�B�ÇIÅFÇ,4)? Ê�ÁÃÂ¡Ê�ËFÆ¡ÇGÅFÁ3Â\Á3Î[ÄBÍ�ÌZÖ�ÏGÌvÇGÌ�Â�ÄxÔWÁÃÏIâ¢ÅFÇ:ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â²Å¥Â �ŠÌvÊvÄGÅFÁÃÂ

_�4;YT4

��

� � ¹������ �%À�� ¼�� � � � �m»���� ������¼|».À_º���� �

� 	��+	�
 � ! ��! � ! *".1! �"� � �"��! � �,*�( ���,-/* 0 !1� � -/* �

\%ÌvÄ(Æ�Ç(Ê�Á3Â�ÇGÅ¥È�Ì�Ï(É°ÁÃÂ�Ì�D˜È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�É3Ë¡ÉŒÄBÁ5A\Å¥ÇIÄBÅ¥ÊWÊ8Í�ÉŒÅFÂ¢Ê�Á9A#Ö�ÁÃÇGÌvÈ#ÁŒÎ N + 1 ÉŒÄGÁ9A#Ç�Ó�É3Â¡È

Ë¥ÌvÄZÆ�Ç1È�ÌvÂ�Á3ÄGÌÒÑ)B f ui g0� i � N
ÄBÍ�Ì�Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�Ç*Á3Î.ÄBÍ�ÌXÉŒÄBÁ9A#Ç*ÅFÂ´ÄBÍ�Ì�Ê�Æ�ÏIÏGÌ�Â�Ä°ÊvÁÃÂ�Q�Ð3Æ�ÏBÉŒÄGÅFÁÃÂ%4

6 Ì,É3ÇGÇIÆTA#ÌKÄBÍ�É
ÄÒÁÃÂ�ËXBáÄBÍ�Ì•É
ÄBÁ9A#ÇXÁ3Î*Å¥Â�È�Ì�i i 2 [0; M � 1] Ó�Ô*Å¥ÄGÍ 1 � M � N Ó�ÉŒÏGÌ

ÇIÆ�Ñ��IÌ�Ê5ÄBÌvÈ\ÄBÁ1Ñ�Á�È�B¯Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç�ÓÃÉ3Â�ÈÒÔxÌ‚È�Ì�Â�ÁŒÄBÌ‚Ñ)B f i
ÄBÍ�ÌxÎ�ÁÃÏGÊvÌ‚É3ÊvÄGÅFÂ�Ð1ÁÃÂ¢ÉŒÄBÁ5A i 45I‚Í�Ì‚ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B

Á3Î�ÄBÍ�Ì|ÇsBŠÇjÄBÌ'A ÅFÇ‚ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â´Ñ)B

E r (
�

) =
N � 1X

i =0

W(ui +1 � ui ) �
M � 1X

i =0

f i ui ;
a _�4f:)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ

�

2 R1+ N ÇIÄBÉ3Â�È�Ç‚Î�ÁÃÏWÄGÍ�Ì|ÉŒÄGÁ9A\Å¥ÇIÄGÅFÊ1Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂKØ3Ì�ÊvÄGÁÃÏ (u0; : : : ; uN ) 4¡Õ˜Â,ÄGÍ�ÅFÇ‚Ì

]

Æ�É"D

ÄGÅFÁÃÂ‡Ó W ÅFÇ(ÄBÍ�Ì1ÅFÂ�ÄBÌvÏBÉ3Ê5ÄBÅFÁ3ÂKÖ�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë�Ñ�ÌvÄ˜ÔxÌ�Ì�Â´ÉŒÄGÁ9A#Ç�Ó�Ô*Í�ÅFÊ8Í•Å¥ÇWÇIÆ�Ê8Í²ÄBÍ�É
ÄmÅ¥ÄGÇvA#ÅFÂ�Å�AÒÆTA

Å¥Ç|ÉŒÄGÄBÉ3ÅFÂ�ÌvÈ ÉŒÄ-N94Hl�ÁÃÏ1ÄGÍ�Ì¢ÇBÉ3âŒÌ¢Á3ÎWÇIÅ�A#Ö�ËFÅ¥Ê�Å¦ÄFBÃÓ�ÔWÌ¢Ô*ÅFË¥Ë�É3ÇIÇGÆTA#ÌsÁÃÂ�ËXBÚÂ�Ì�É3ÏGÌvÇIÄ¯Â�ÌvÅFÐÃÍ³Ñ�ÁÃÆ�Ï

Å¥Â³ÄGÌ�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÁÃÂ�ÇmÄGÍ�ÏGÁ3Æ�ÐÃÍ�ÁÃÆŠÄ”ÄGÍ�ÅFÇ*ÉŒÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥Ì54
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[*ÌvÎ�ÌvÏGÌ�Â¡Ê�Ì¯Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A b���G9Ii<kI D IK<VIK>cNVI°d�<k8�
 A IKJ	L T#2 G9I!JML >9L JML��U@32 L58;>

d�<k8�
 A IKJ

I r = inf
� 2 �

1+ N
f E r ( � ); u0 = 0; uN = ag: a _�4

8

b

�

���� �

$

�
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w
�

I52 : T @;TVTK:=J I°2 G @32:2 G9I L >�2 IK<2@SN52 L58;>#d98
2EIK>�2 L @BA W 2 C2(R) T @32 L T�� IVT

9� > 0; 8x 2 R; � � W 00(x);

9� > 0; 8x 2 R; W 00(x) � � @B>�4 jW 0(x)j � � jx � 1j :
a _�4fZ)b
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��G9IK>\d�<k8�
 A IKJ��

C

W

@��

G @;T @i:=>9L�U :9I JML >9L JML��;IK<

�

r W

6!Ì|ÇIâ�Å¥Ö•ÄBÍ�Ì|Ö�ÏIÁŠÁ3Î�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì|Å¦Ä‚ÅFÇ‚Ñ�ÉŒÇGÌ�È×ÁÃÂ,ÇIÄBÉ3Â�È�É3ÏIÈ�ÉŒÏGÐÃÆTA#Ì�Â�ÄGÇ,4 I‚Í�Ì �SÆ�ËFÌvÏsDF\�ÉŒÐÃÏBÉ3Â¡ÐÃÌ

Ì

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç*Á3Î a _�4

8

bWÏGÌ�É3È

8i 2 [1; N � 1]; � W 0(ur
i +1 � ur

i ) + W 0(ur
i � ur

i � 1) =
�

f i
Å¦Î i � M � 1;

0 Å¥Î i � M :
a _�4f<)b

6 Ì¢É3ÇGÇIÆTA#ÌXÄBÍ�É
Ä N ÅFÇ”ÄBÁ�Á•ËÙÉ3ÏIÐÃÌ�Î�Á3ÏZÄBÍ¡ÌpA\Å¥Â�Å�A#Å�U�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ•Ö�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A ar_�4
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È�Ì�Q�Â�ÌvÈÝÑ�B a _�4†ß5P9b¢Å¥Ç²É ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3ÊvÄGÅFÂ�Ð

A\É3Ö�Ö�Å¥Â�ÐT4�l.ÅFÏIÇIÄ ÓŠÑ�ÌvÊ É3Æ¡ÇGÌ|Á3Îva _�4?ßÃß9b_Ó¡ÔxÌ°ÇGÌ�Ì°ÄGÍ�ÉŒÄ � 0
È�Ì�Q�Â�ÌvÈ×Ñ)B ar_�4�N
<)bxÈ�Á�Ì�Ç‚Â�ÁŒÄ*È�Ì�Ö�Ì�Â�È

ÁÃÂ

� 0 4�6!Ì|Í�É Ø3Ì

Q0(x) = W 00(x � h(x)) (1 � h0(x)) � W 00
� x

c
� � 0 � x

� �
1
c

� 1
�

; ar_�4†ß

8

b

Ô*Í�ÌvÏGÌ Q ÅFÇ‚È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B ar_�4�N
Z)bmÉ3Â�È

1 �
1
c

=
1

N � M
:

6 Å¦ÄBÍRa _�4?ß5P)b_Ó¡ÔxÌ�ÁÃÑŠÄ8É3Å¥Â

f 0
F (x) = 1 � M

�
1 �

M
N

�
Q0(x): ar_�4?ß5Z)b

6 ÌsÂ�Á7Ô Â¡Ì�Ì�ÈÛÄGÁ•Ì�ÇIÄGÅ�A\ÉŒÄBÌ Q0(x) Ó[ÄBÍ³Æ�Ç h0(~u) Î�ÁÃÏ°É3Â)B ~u 4HLqB�È�Ì'Q�Â¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó h(~u) = ~vM � 1
Ó

Ô*Í�ÌvÏGÌ ~
�

Å¥ÇmÄBÍ�ÌnA#ÅFÂ�Å�A\Å�U�ÌvÏxÁ3Î a _�4�N

8

b�4TI‚Í�Ì �SÆ�Ë¥Ì�ÏsDF\
É3ÐÃÏBÉŒÂ�ÐÃÌ°Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â´ÁŒÎ ar_�4�N

8

bWÏGÌ�É3È�Ç

8i 2 [1; M � 1]; � W 0(~vi +1 � ~vi ) + W 0(~vi � ~vi � 1) = f i :
ar_�4†ß(<)b
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Õ˜Â\É3È�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ‡Ó ~v0 = 0 É3Â�È ~vM = ~u 4�\%ÌvÄ:Æ�Ç(È�Å

`

ÌvÏGÌvÂ³ÄGÅÙÉŒÄGÌmÄBÍ�Ì”É3Ñ�Á7ØÃÌ*Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â¢Ô*Å¦ÄBÍ#ÏGÌvÇGÖ�Ì�ÊvÄ

ÄGÁ#ÄGÍ�Ì|Ñ�ÁÃÆ¡Â�È�É3ÏsB•Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ ~u !¡ÔxÌ�ÁÃÑŠÄ8É3Å¥Â

8i 2 [1; M ]; ai � ai � 1 =
W 00(~v1 � ~v0)

W 00(~vi � ~vi � 1)
(a1 � a0) ; ar_�4 h5P)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ|ÔWÌ¯ÇGÌ5Ä

ai =
@~vi

@~u
; i 2 [0; M ]:

�ŠÆ�A+A#ÅFÂ�ÐÒÄGÍ�Ì|Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Çear_�4fh9P)bxÁ7ØÃÌvÏ i 2 [1; M � 1] B�ÅFÌvËFÈ�Ç

h0(~u) = aM � 1 = (a1 � a0)
M � 1X

i =1

W 00(~v1 � ~v0)
W 00(~vi � ~vi � 1)

:

�ŠÁ¢ÔxÌ�Í�É Ø3Ì

h0(~u) = 1 �
1

1 +
M � 1X

i =1

W 00(~vM � ~vM � 1)
W 00(~vi � ~vi � 1)

; ar_�4 h�N.b

Ô*Í�ÌvÏGÌ ~
�

2 R1+ M È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�ÇsÁÃÂ ~u 2 R a�ÇGÌvÌ a _�4XN

8

bVb�4H6 Å¥ÄGÍ!ÄBÍ�ÌKÊ�ÁÃÂ�ØÃÌ�iŠÅ¥ÄFBlÉŒÇGÇGÆ�A\Ö¡ÄGÅFÁÃÂ

ar_�4 Z9b5Ó�ÔxÌ¯ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�É
Ä Ó¡Î�ÁÃÏ*ÉŒÂ�B ~u 2 R Ó

0 < h0(~u) < 1 ÉŒÂ�È �
�

M �
� h0(~u) � 1 � �

�
M �

: ar_�4 hÃß9b

Õ˜Â�ÇGÌvÏIÄGÅFÂ�Ð�a _�4 h�ß5bWÅFÂRa _�4?ß

8

bmÉŒÂ�ÈRa _�4?ß5Z)b_Ó¡ÔWÌ¯ÇGÌvÌ°ÄBÍ�ÉŒÄ

8x; 0 < � 1 � Q0(x) � � 2
ÉŒÂ�È f 0

F (x) < 1; a _�4fh9h)b

Ô*Å¦ÄBÍ � 1 = �
�

�
M �

+
1

N � M

�
É3Â¡È � 2 = �

�
�

M �
+

1
N � M

�
4³Õ˜ÂKÉ3È�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â‡Ó ar_�4†ß(h)b�ÅFÇ

É¯ÇGÆ¡à#Ê�Å¥Ì�Â�ÄxÊ�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂsÄBÁ¯Ì�Â�ÇIÆ�ÏGÌ f 0
F > � 1 4�I‚Í³Æ�Ç f F

Å¥ÇxÉ|Ê�Á3Â³ÄGÏBÉ3Ê5ÄBÅ¥Â�ÐkA\É3Ö�Ö¡ÅFÂ�Ð�ÓÃÉ3Â�È¢ÄBÍ�Ì

ÇIÌ

]

Æ�Ì�Â¡Ê�Ì

�
uk

M

	
k

Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Ç'4�LmB•Ê�ÁÃÂ¡ÇIÄBÏIÆ�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÔWÌ¯Í�É ØÃÌŒÓ�É
Ä”É3Â)B•Å¥ÄGÌ�ÏBÉ
ÄBÅFÁ3Â k Ó

8i 2 [M + 1; N � 1]; 2uk
i � uk

i � 1 � uk
i+1 = 0: ar_�4fh5Y�b

�ŠÁ ÄBÍ�Ì´ÇGÌ5Ä

�
uk

i

	
M � i � N

Å¥Ç¢Ê�Á9A#Ö�ËFÌ5ÄBÌvË�BlÈ�Ì5ÄBÌvÏKA#ÅFÂ�ÌvÈgÑ)B uk
M

É3Â¡È uk
N = a 4m?ZÇ

�
uk

M

	
k

ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�ÇvÓŠÁ3Â�Ì*Ê É3Â#ÇGÌvÌ*ÄGÍ�ÉŒÄ�ÓÃÎ�ÁÃÏ(É3ËFË i 2 [M + 1; N � 1]ÓÃÄBÍ�Ì*ÇGÌ

]

Æ�Ì�Â�ÊvÌ

�
uk

i

	
k

Ê�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ,4

LqB�È�Ì'Q�Â�Å¥ÄGÅFÁÃÂ a�ÇGÌvÌ/a _�4XN�h)bVb5Ó�ÄBÍ�ÌsÇIÌ

]

Æ�ÌvÂ�Ê�Ì

�
� k

	
k

É3ËFÇIÁ²Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Ç,4M\%Ì5Ä°Æ�Ç>Â�Á7Ô Ê�Á3Â�ÇGÅ¥È�Ì�Ï

ÄGÍ�Ì|Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏBÉ
ÄBÅFÁ3Â

� k È�Ì�Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B

� k =
�
vk

0 ; : : : ; vk
M = uk

M ; : : : ; uk
N

�
:

6 ÌZÍ�É7Ø3ÌZÖ¡ÏGÁ7ØÃÌvÈ\ÄBÍ�ÉŒÄ(ÄBÍ�Ì*ÇGÌ

]

Æ�Ì�Â�ÊvÌ

�
� k

	
k

Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�ÇvÓ¡É3Â¡È\ÁÃÂ¡Ì”Ê�É3Â#ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�ÉŒÄ:Å¥ÄGÇSËFÅ�A#Å¥Ä

� 1 ÇBÉŒÄGÅFÇVQ�Ì�Ç>ÄBÍ¡Ì �SÆ�ËFÌvÏsDE\
É3Ð3ÏBÉ3Â�Ð3ÌÒÌ

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç-a _�4f<)bZÁŒÎ:ÄGÍ�ÌsÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ#Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A a _�4
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C

WFJ�W’V�NV8;>�<BIK<��SIVT¯2 8�TU8;J I

�

1 /

2 G9I�@;TVTK:SJ1d�2 L58;> �

C

WFJ�J

�

L TM@�>cIVNVIVTVT @B<?R NV8;>�4BL’2 L58;>MD 8;<

�

1 2E8 
KIX2 G9I <kI D IK<VIK>cNVI TU8;A :�2 L58;>�W

��I @B< �B:9I 
 R�NV8;>�2 <2@�4BL5N52 L58;>�W ��L’2 G��

C

WFJ

A �

/ � I7TUIVI|2 G @32

8i 2 [M + 1; N � 1]; 2dk
i � dk

i � 1 � dk
i+1 = 0:

=_R!NV8;> T52 <?:PN52 L58;> � TUIVI �

C

W’V�9

� �

/ D 8;< @BA A i 2 [M + 1; N � 1]/ � InG @3<BI uk
i = u0

i +
P k� 1

p=0 dp
i

D 8;< @BA A k � 0 W ��GS: T � IXTUIVI|2 G @32

8k; 8i 2 [M + 1; N � 1]; 2uk
i � uk

i � 1 � uk
i+1 = 2u0

i � u0
i � 1 � u0

i+1 : ar_�4 h9_9b

+ D �

C

WFJ�J

�

L Tf>c8
2HT @32 L T�� IG4
/ @B>�4 L DZ2 G9I7@BA �S8;<?L’2 GSJ NV8;>�<BIK< �SIVT8/�2 G9IK> lim
k! + 1

uk
i = u1

i
@B>�4 � I

L > D IK< D?<k8;J��

C

W

�³C �

2 G @32

8i 2 [M + 1; N � 1]; 2u1
i � u1

i � 1 � u1
i+1 6= 0:

�

>Û2 G9IM8
2 G9IK<nG @B>�4
/ � L’2 G �

C

W

] �

/ � InTUIVI¯2 G @32

8i 2 [M + 1; N � 1]; 2ur
i � ur

i � 1 � ur
i +1 = 0:
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Õ˜ÂÚÄBÍ�ÌÒÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XNÃÓ�ÄBÍ�ÌÒÊvÆ�ÏGÏIÌ�Â�Ä°Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ uk
M

Á3ÎSÄGÍ�ÌsÉŒÄGÁ9A M ÉŒÄ1ÄGÍ�ÌÒÅ¥ÄGÌ�ÏGÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ

k ÅFÇ*Æ�Ö�È�ÉŒÄGÌ�ÈÛÉ3ÊvÊ�ÁÃÏIÈ�ÅFÂ¡Ð#ÄGÁ uk+1
M = uk

M + dk
M

4 6 Ì�Â�Á7Ô Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ�É#È¡Å

`

Ì�ÏGÌvÂ�Ä>É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A×Ó

Ñ�ÉŒÇGÌ�È•ÁÃÂ ÄBÍ�Ì\Æ�Ö�È�ÉŒÄBÅ¥Â�Ð�ÏIÌ�ËÙÉ
ÄBÅFÁ3Â uk+1
M = uk

M + � dk
M

Ó�Ô*Í¡Ì�ÏGÌ � > 0 ÅFÇXÉ�Æ�ÇGÌvÏsDœÊ8Í�ÁÃÇGÌvÂ

Ö�ÉŒÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�ÏXÄGÍ�ÉŒÄÒÅ¥ÇXâŒÌ�Ö¡ÄpQ�iŠÌvÈgÉŒËFÁÃÂ�Ð×ÄBÍ�Ì²Å¦ÄBÌvÏBÉŒÄGÅFÁÃÂ�Ç'4MI‚Í�Ì,É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄGÍ�ÉŒÄÒÔxÌ²Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ
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?1Â�Á3ÄGÍ�Ì�Ï A#ÌvÄGÍ�ÁŠÈ,Ñ�ÉŒÇGÌ�È´ÁÃÂ´ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ>Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç b

�

I52 E int @B>�4 E har 
KI

4SI�� >cIG4 
 R �

C

W’V�V

�

@B>�4 �

C

W’V3J

�

/ @B>�4!A I52 : T�NVG98U8UTUI � > 0 W

�

I52 : TÒ4SIK>c8
2EI 
 R

�

k 2 R1+ N

2 G9IMNV8;> � �B:=<2@32 L58;> @32QL’2EIK<2@32 L58;> k W

�

I52 � k 2 R1+ M 
KIs2 G9ImJML >9L JML��;IK<�8ED �

C

W’V

� �

/ A I52 gk
M


KI¢4SI�� >cIG4 
 R �

C

W’V

A �

/ @B>�4�A I52

� k 2 R1+ N 
KI”2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED �

C

W’V

C �

W ��G9I7NV8;> � �B:=<2@32 L58;>�@32 L’2EIK<2@32 L58;> k + 1 L T14SI�� >cIG4


 R

�

k+1 =
�
vk

0 ; : : : ; vk
M � 1; uk

M + �d k
M ; : : : ; uk

N + �d k
N

�
: ar_�4 h5:)b

I‚Í�ÌZÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4�N”ÅFÇ(É|ÇGÖ�Ì�ÊvÅÙÉ3Ë¡Ê É3ÇIÌZÁ3Î�ÄBÍ�Ì”É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ß-a�Å¥Ä(ÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È�Ç:ÄGÁ°ÄBÍ�Ì

Ê�É3ÇGÌ � = 1b�4 \%ÌvÄ

� 0 Ñ�Ì°ÄGÍ�Ì|ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉŒË�ÊvÁÃÂ�Q�ÐÃÆ¡ÏBÉŒÄGÅFÁÃÂ‡Ó¡É3Â�È´ËFÌ5Ä*Æ�Ç*ÇGÌvÄ

f F;� (x) = x � �M
�

1 �
M
N

�
Q(x); ar_�4fh

8

b
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I52
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KI¯2 G9I7TUIGU :9IK>cNVImd�<k8
<UL�4SIG4 
 R#2 G9I

@BA �S8;<?L’2 GSJ

C

WFJ�WFJ�W ��G9I7TUIGU :9IK>cNVI

�
uk

M

	
k

T @32 L T�� IVT

uk+1
M = f F;� (uk

M ): ar_�4 h5Z)b

�

I52 : T >c8 � @;TVTK:SJ I|2 G @32 �

C

WÙ;

�

L T7T @32 L T�� IG4!@B>�4\2 G @32 � / � / M / N @B>�4 � > 0 T @32 L T D?R

�
�

�
M �

+
1

N � M

�
�

2
�M

�
1 � M

N

� : ar_�4 h5<)b

��G9IK>\2 G9I TUIGU :PIK>cNVI

�
vk

0 ; : : : ; vk
M = uk

M ; : : : ; uk
N

�
NV8;>�<BIK< �SIVTW2 8|2 G9Ij<kI D IK<kIK>cNVI TU8;A :�2 L58;>

�

r W

?1Â•ÉŒÈTA\Å¥ÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì‚ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉŒË�ÐÃÆ�ÌvÇGÇWÅ¥Ç u0
i = a i=N 4�I‚Í�ÌZÖ�ÏGÁ�Á3Î%Á3Î I‚Í�Ì�ÁÃÏIÌ,A _�4?ß�4?ß¯ÅFÇ:ÇGâ³Å¥Ö�Ö�ÌvÈ

ÇIÅFÂ�ÊvÌ¯Å¦Ä‚Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÇWÄBÍ�Ì|ÇGÉ5A\Ì°Ö�ÉŒÄGÄGÌ�ÏGÂ×É3Ç‚ÄBÍ¡Ì¯Ö¡ÏGÁ�Á3Î�Ç‚Á3Ît\
Ì'A+A\É-_�4?ß�4?ß¢ÉŒÂ�È�I‚Í¡Ì�ÁÃÏIÌ,A _�4?ß�4XN94

\%ÌvÄsÆ�ÇXÂ�Á7Ô ÇjÄBÆ�È�B!ÄBÍ¡Ì•ÅFÂ ��Æ¡Ì�Â�ÊvÌ²Á3Î � ÁÃÂ!ÄGÍ�Ì•Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Â�ÊvÌ,ÏBÉŒÄGÌ²Á3Î‚ÄBÍ¡Ì•É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA

_�4?ß�4?ß�4T6 Å¥ÄGÍ a _�4fh

8

b_Ó¡ÔxÌ�ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�ÉŒÄ

f 0
F;� (x) = 1 � �M

�
1 �

M
N

�
Q0(x); ar_�4;Y)P)b

É3Â¡È´ÔxÌXÉŒËFÇGÁsÍ�É7Ø3Ì Q0(x) > 0 a�ÇIÌ�Ì+a _�4fh9h)bVb�4

\%ÌvÄ�Æ�ÇsÉ3ÇIÇGÆTA#Ì\ÄGÍ�ÉŒÄ¯ÄBÍ�ÌKÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4†ß�4XNKÈ¡ÁŠÌvÇXÂ�Á3Ä�Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ !
ÄBÍ�ÌvÂ!ÄBÍ�Ì\ÇGÌ

]

Æ¡Ì�Â�ÊvÌ

f uk
M gk

Ö�ÏGÁ7Ø�ÅFÈ�ÌvÈlÑ)B!ÄBÍ¡Ì•É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA È�Á�Ì�ÇXÂ�Á3ÄsÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ54 �ŠÅFÂ�ÊvÌKÄBÍ¡ÅFÇÒÇIÌ

]

Æ�Ì�Â¡Ê�Ì,ÇBÉŒÄGÅFÇsQ�Ì�Ç

ar_�4†ß�N.b5Ó�Å¥Ä”Å�A\Ö�Ë¥ÅFÌvÇmÄBÍ�ÉŒÄ f F
ÅFÇ”Â�Á3Ä1É\ÊvÁÃÂ�ÄBÏBÉŒÊvÄBÅ¥Â�Ð A\É3Ö�Ö¡ÅFÂ�ÐT4T6 Å¦ÄBÍ a _�4fh9h)b_Ó�ÔWÌÒâ³Â�Á7Ô ÄGÍ�ÉŒÄ

supf 0
F < 1 ÓÃÇIÁ¯ÔxÌ”Í�É ØÃÌ inf f 0

F = inf f 0
F;� =1 � � 1 43Õ˜Â#Ø�ÅFÌ5Ô Á3Î a _�4fY)P9b5Ó3ÔxÌZÇIÌ�Ì‚ÄBÍ�ÉŒÄ ÓÃÔ*Í�ÌvÂ

� È�ÌvÊ�ÏGÌ�É3ÇGÌvÇ�Ó f 0
F;�

ÅFÂ�ÊvÏGÌ ÉŒÇGÌ�Ç'4 �ŠÅFÂ¡Ê�Ì Q0(x) ÅFÇmÑ�ÁÃÆ�Â�È¡Ì�È,Ô*Å¥ÄBÍ•ÏIÌ�ÇIÖ�ÌvÊvÄ*ÄBÁ x a�ÇIÌ�Ì+a _�4fh9h)bVb5ÓŠÅ¥Ä

Å¥ÇZÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì°ÄBÁ+Q�Â�ÈÚÉ¢Ø3ÉŒËFÆ�Ì � 2 (0; 1) ÇIÆ�Ê8ÍÚÄBÍ�É
Ä Ó�Î�ÁÃÏ”É3ËFË x 2 R Ó f 0
F;� (x) > � 1 Ó�ÉŒÂ�È×Î�ÁÃÏ

ÇIÆ�Ê8ÍÚÉsØŒÉ3ËFÆ�ÌŒÓ¡ÄBÍ¡Ì�ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4†ß�4†ßÒÊ�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Ç'4

CZÁ3ÄGÌ�ÄGÍ�ÉŒÄ Ó�Å¥Î inf f 0
F > 0 Ó�ÄBÍ¡ÌsÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4†ß�4XNÒÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�ÇvÓ
É3Â�È�ÄGÍ�ÌsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4†ß

Ô*Å¦ÄBÍ � < 1 É3ËFÇIÁsÊ�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ1Ñ�ÆŠÄ”Ô*Å¦ÄBÍ´ÉsÇGË¥ÁbÔxÌ�Ï*ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�ÌÒÏGÉŒÄBÌ(4
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?1Ç‚ÄBÍ¡ÌXÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ßÒÅFÇ”É-Q�i¡ÌvÈ�Ö�ÁÃÅFÂ�Ä”É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÁÃÂ uM
È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B•ÄBÍ¡Ì�ÊvÁÃÂ�ÄBÏBÉŒÊ�D

ÄGÅFÂ�Ð AKÉŒÖ�Ö�ÅFÂ¡Ð f F;�
ÓSÁ3Â�Ì×Ê�É3ÂÜÊ8Í�ÁŠÁ3ÇGÌ,ÄBÁ Æ�ÇGÌŒÓxÉ
Ä\Å¦ÄBÌvÏBÉŒÄGÅFÁÃÂ k Ó�ÄBÍ�Ì•ØŒÉ3ËFÆ¡Ì � k ÇIÆ�Ê8ÍNÄGÍ�ÉŒÄ

f 0
F;� k (uk

M ) = 0 4�6 Å¥ÄBÍRar_�4†ß

8

bmÉ3Â�È^a _�4;Y)P)b_Ó¡ÔxÌ¯ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�É
Ä‚ÄBÍ�Å¥Ç �ˆÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë �*ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì°ÏGÌ�É3È�Ç

1
� k

= M
�

1 �
M
N

� �
W 00

�
uk

M � vk
M � 1

� �
1 � h0(uk

M )
�

� W 00
�
uk

M +1 � uk
M

�
�

1
c

� 1
��

; ar_�4fY�N.b

Ô*Í�ÌvÏGÌ

� k Å¥Ç(ÄGÍ�Ì A#ÅFÂ¡Å�A#Å�U�ÌvÏ.Á3Îca _�4XN�h)bSÉ3Â�È\Ô*Í�Ì�ÏIÌ h0(uk
M ) Ê�É3ÂKÑ�ÌZÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌvÈKÎ�ÏGÁ5A a _�4fh�N.b�4

I‚Í�Ì�Ì

]

Æ�ÉŒÄGÅFÁÃÂRar_�4fY�N.b‚É3ËFË¥ÁbÔ*Ç‚Á3Â�Ì°ÄBÁ#ÐÃÆ�Ì�ÇIÇ�Ó�ÁÃÂ,ÄBÍ�Ì��TB3Ó�É¢ÐÃÁ�ÁŠÈ•ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì>Î�ÁÃÏ‚ÄBÍ�Ì|Ö�ÉŒÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�Ï
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I52X: T•4SIK>c8
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�

k 2 R1+ N 2 G9I�NV8;> � �B:S<3@32 L58;>"@32

L’2 IK<2@32 L58;> k W

�

I52 � k 2 R1+ M 
KIs2 G9ImJML >9L JML��;IK<�8ED �

C

W’V

� �

/ A I52 gk
M


KI¢4SI�� >cIG4 
 R �

C

W’V

A �

/ @B>�4�A I52

� k 2 R1+ N 
KI”2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED �

C

W’V

C �

W ��G9I7NV8;> � �B:=<2@32 L58;>�@32 L’2EIK<2@32 L58;> k + 1 L T14SI�� >cIG4


 R

�

k+1 =
�
vk

0 ; : : : ; vk
M � 1; uk

M + � kdk
M ; : : : ; uk

N + � kdk
N

�
; ar_�4fY�ß9b

�CG9IK<kI � k L T �BL’<BIK> 
 R �

C

W

A

V

�

W

I‚Í�Ì¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4fh²Ê É3ÂáÑ�ÌsÏGÌvÊ É3ÇjÄ¯É3Ç|É/CZÌvÔ‚ÄGÁÃÂ É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4�Õ˜Â�È�Ì�ÌvÈ‡Ó‡Ô*Å¥ÄGÍ>a _�4;Y)P)b_Ó

ÔxÌ�ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�É
Ä‚ÄBÍ�Ì|Ì

]

Æ�É
ÄBÅFÁ3Â f 0
F;� k (uk

M ) = 0 Å�A\Ö�Ë¥ÅFÌvÇ

� k =
1

M
�
1 � M

N

�
Q0(uk

M )
:

?mÄ”Ì ÉŒÊ8Í�ÇIÄGÌ�Ö‡Ó�ÔxÌ¯Í�É ØÃÌ uk+1
M = f F;� k (uk

M ) a�ÇGÌvÌ ar_�4 h5Z)bKb_Ó¡Ô*Í�ÅFÊ8Í´ÏGÌ�É3È�Ç

uk+1
M = uk

M �
Q(uk

M )
Q0(uk

M )
:

�ŠÁ*ÄBÍ¡ÌxÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4†ß�4fh‚ÅFÇ
Ì�i¡É3Ê5ÄBËXB|É CZÌvÔ‚ÄGÁÃÂÒÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTAÝÎ�ÁÃÏ
Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÅFÂ�Ð*É U�ÌvÏGÁ”Á3ÎŠÎ�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

Q 4 C”Á3ÄBÌ1ÄGÍ�ÉŒÄxÄBÍ�Ì|É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4†ßXÍ�É3ÇmÑ�Ì�Ì�Â•Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�ÄBÌvÈÚÉ3ÇmÉ3Â•É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄGÁdQ�Â�È,ÉeQ�iŠÌvÈ

Ö�ÁÃÅFÂ�Ä(Á3Î f F;�
ÓÃÑ�ÆŠÄ ÓÃÅ¥Â¢Ø�Å¥ÌvÔgÁ3Îta _�4fh

8

b_Ó x Å¥Ç(É Q�iŠÌ�È#Ö�Á3ÅFÂ�ÄSÎ�ÁÃÏ f F;�
Å¥Î�É3Â�È¢ÁÃÂ�ËXBXÅ¦Î Q(x) = 0 4
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/ @B>�4\2 G @32 � / � / M @B>�4 N T @32 L T D?R

�
�

�
M �

+
1

N � M

�
� 2�

�
�

M �
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�
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0 ; : : : ; vk
M = uk
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N
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6!Ì\â�Â¡ÁbÔ ÄGÍ�ÉŒÄ ur
M � 1 = h(ur

M ) Ó
Ô*Í�Ì�ÏIÌ h ÅFÇ�È�Ì'Q�Â¡Ì�ÈlÑ)B

ar_�4�N

8

bmÉ3Â�È

� r Å¥ÇmÄBÍ�Ì|ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ%4TLWÌvÊ É3Æ�ÇIÌ�ÁŒÎ�ÄGÍ�Ì|Ê8Í�ÁÃÅFÊvÌ+a _�4?ßÃß9b_Ó¡ÔWÌ|Í�É Ø3Ì

ur
M

c
� � 0(

� 0) � ur
M = ur

M +1 � ur
M :

Õ˜Â�ÇIÌ�ÏjÄBÅFÂ¡Ð#ÄGÍ�ÅFÇ‚Å¥Â¡Î�ÁÃÏKA\ÉŒÄGÅFÁÃÂ²Å¥Â a _�4XN�Z)b_Ó¡ÔxÌ�ÁÃÑŠÄ8É3Å¥Â

Q(ur
M ) = W 0(ur

M � ur
M � 1) � W 0(ur

M +1 � ur
M ):
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6 Å¦ÄBÍ a _�4 <)b_Ó�ÔxÌ°ÅFÂŠÎ�Ì�ÏxÄGÍ�ÉŒÄ Q(ur
M ) = 0 4 ��ÅFÂ�ÊvÌ Q Å¥ÇmÉ3Â•Å¥Â�Ê�ÏIÌ É3ÇIÅFÂ�Ð�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ a�ÇGÌvÌ3a _�4fh9h)bVb5Ó

ÄGÍ�ÌWÌ

]

Æ�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ Q(x) = 0 Í�É3Ç.ÉZÆ�Â¡Å

]

Æ�ÌWÇIÁÃËFÆŠÄBÅFÁ3Â 4
6!Ì:Â�Á7Ô•Ö�ÏIÁbØ3ÌWÄBÍ�ÉŒÄ�ÄGÍ�ÌWÇIÌ

]

Æ�ÌvÂ�Ê�Ì f uk
M gk

Ö�ÏIÁ7ØŠÅ¥È�Ì�È´Ñ)B•ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�APÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇZÄBÁ ur
M

4 \%Ì5ÄZÆ¡Ç”È¡Ì�Â�Á3ÄGÌ|Ñ�B

ek = uk
M � ur

M

ÄGÍ�Ì•Ì�ÏIÏGÁÃÏ !�ÔWÌ•Í�É Ø3Ì ek+1 = ek � Q(uk
M )=Q0(uk

M ) 4 \%ÌvÄ¢Æ¡Ç¢É3ÇGÇIÆTA\Ì²Î�Á3ÏXÅFÂ¡ÇIÄ8ÉŒÂ�Ê�Ì²ÄGÍ�ÉŒÄ

uk
M � ur

M
!
ÇIÅFÂ�ÊvÌ Q(ur

M ) = 0 ÉŒÂ�È Q0 ÅFÇ¯Ñ�ÁÃÆ�Â�È�ÌvÈ!Î�ÏGÁ5A Ñ�ÌvËFÁ7Ô Ñ)B � 1 > 0 ÉŒÂ�È Î�ÏIÁ9A

É3Ñ�Á7ØÃÌ¯Ñ)B � 2
a�ÇGÌ�Ì a _�4 h9h9bKb5ÓŠÔWÌ|Í�É ØÃÌ

(uk
M � ur

M )
� 1

� 2
�

Q(uk
M )

Q0(uk
M )

� (uk
M � ur

M )
� 2

� 1
;

ÄGÍ�Æ¡Ç

�
1 �

� 2

� 1

�
ek � ek+1 �

�
1 �

� 1

� 2

�
ek :

6 Ì|Í�É ØÃÌ � 2 � � 1 > 0 Ó¡ÄBÍ³Æ�Ç (� 2=� 1 � 1) � (1 � � 1=� 2) > 0 Ó�ÇGÁ

�
�
�
�
ek+1

ek

�
�
�
� �

�
� 2

� 1
� 1

�

É3Â¡È×ÄBÍ¡Ì¯ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ a _�4;Y)h)bmÌvÂ�ÇGÆ�ÏIÌ�Ç*ÄBÍ�É
Ä”ÄGÍ�Ì|ÏGÅ¥ÐÃÍ�ÄZÍ�É3Â�È´ÇGÅFÈ¡Ì¯ÁŒÎ�ÄGÍ�ÌXÉŒÑ�Á7ØÃÌ|Å¥Â�Ì

]

Æ�É3Ë¥Å¥ÄFBKÅFÇ

Ë¥ÁbÔxÌ�ÏxÄBÍ�É3Â N94�I‚Í�Æ¡ÇmÄBÍ�ÌZÇGÌ

]

Æ�ÌvÂ�Ê�Ì f ekgk
ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�ÇmÄGÁdPÒÉŒÇ k ! + 1 ÉŒÂ�ÈKÄBÍ¡Ì�ÏGÌ5Î�ÁÃÏGÌ uk

M
ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç”ÄBÁ ur

M
4 �

� 	��+	�� ���1��� � ��� ����� - � �"��0

I‚Í�ÌZÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Çc_�4?ß�4�N3Ó�_�4†ß�4?ß|É3Â�È _�4†ß�4 h¯ÏGÌ�ËXBsÁÃÂ#ÄBÍ�Ì”ÇGÆ�ÊvÊ�ÌvÇGÇGÅ¦ØÃÌ A#ÅFÂ¡Å�A#Å�U É
ÄBÅFÁ3ÂXÁ3ÎˆÓ9Q�ÏIÇIÄ

É3ÂgÌ�Â�ÌvÏGÐ5B•Å¥ÂÜÄGÍ�Ì´ÅFÂ�ÄBÌvÏGÅFÁ3ÏÒÈ�Á9A\É3ÅFÂ[Ó�Â�Ì�i�ÄKÉ3Â�Á3ÄGÍ�Ì�Ï#Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B•ÅFÂ•ÄBÍ�Ì•Ô*Í�ÁÃË¥Ì×È¡Á9AKÉŒÅFÂ 4]6!Ì

Â�Á7Ô ÉŒÈ�É3Ö¡Ä¢ÄBÍ¡Ì´ÔxÌ�Ë¥ËXD˜â³Â�Á7Ô*Â �uU�É7ÔWÉ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A×Ó
Ô*Í�ÅFÊ8ÍgÁ3Î’ÄBÌvÂgË¥Ì É3È¡Ç¢ÄGÁ ÇIÆ�Ê8ÍÝÉ3Ë¦ÄBÌvÏGÂ�ÉŒÄGÌ

A#ÅFÂ�Å�A\Å�U ÉŒÄGÅFÁÃÂ¡Ç�Ó�ÄBÁ¢ÁÃÆ�Ï‚Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A!4

I‚Í�Ì ��U É ÔmÉ,É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÅFÇ1É3ÂÛÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄBÁ•ÇGÁ3Ë¥ØÃÌ�Ê�ÁÃÂ¡ÇIÄBÏGÉ3ÅFÂ¡Ì�ÈÛÖ�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A\Ç'4�Õ˜ÂÚÄGÍ�ÌXÇIÌ�D

]

Æ�ÌvËzÓÃÔxÌZÉŒÇGÇGÁ�Ê�ÅFÉŒÄBÌ‚ÄGÁ|ÄGÍ�Ì‚ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌZÖ�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ar_�4

8

b�Ä˜ÔWÁ¯È�Å

`

ÌvÏGÌ�Â�Ä:Ê�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È¢Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A\ÇvÓ

É3Â¡ÈáÄGÍ³Æ�Ç°ÔWÌsÁÃÑŠÄ8É3Å¥ÂÚÄ˜ÔWÁ,È�Å

`

ÌvÏGÌ�Â�Ä¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç'4 I‚Í�ÌpQ�ÏGÇjÄ|ÁÃÂ�ÌÒÔ*ÅFË¥Ë�Ñ�ÌsÇGÍ¡ÁbÔ*ÂÛÄGÁ´Ñ�Ì3Ó[ÅFÂ

ÄGÍ�Ì*ÇGÌvÄIÄBÅ¥Â�Ð°ÔWÌ‚ÔxÁÃÏGâ�ÅFÂ‡ÓÃÅ¥È�Ì�Â�ÄGÅFÊ ÉŒËŠÄBÁ°ÄGÍ�Ì*É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ßpa�ÇGÌvÌ �ŠÌ�Ê5ÄBÅFÁ3Â _�4†ß�4fh�4XN.b5Ó
Ô*Í�Ì�ÏIÌ É3Ç

ÄGÍ�Ì>ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡È´Á3Â�Ì3ÓŠÁÃÑ¡Ä8ÉŒÅFÂ�ÌvÈKÔ*Å¥ÄGÍ A\Á3ÏGÌ1Â�ÉŒÄBÆ�ÏGÉ3Ë�ÅFÈ�Ì�É3Ç�Ó³Ô*ÅFË¥Ë�Ñ�Ì>ÇIÍ�Á7Ô*Â,ÄGÁÒÑ�Ì1ØÃÌvÏVB²È¡Å¥à#Ê�Æ�Ë¦Ä

ÄGÁ\Å�A\Ö�Ë¥Ì,A#Ì�Â�Äna�ÇGÌvÌ �ŠÌvÊvÄGÅFÁÃÂ�_�4?ß�4fh�4†ß5b�4
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Ô*Í�ÌvÏGÌ E r Å¥Ç:ÄGÍ�Ì1ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B#È�Ì'Q�Â¡Ì�È•Ñ)B a _�4f:)b5Ó�É3Â¡È²ËFÌ5Ä U Ñ�Ì”ÄGÍ�Ì \%Ì�Ð3Ì�Â�È�ÏIÌ1ÄBÏGÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA Á3Î[ÄBÍ�Ì

Å¥Â³ÄGÌ�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÁÃÂ,Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë W !

U(s) = max
x

(sx � W(x)) : a _�4;Y�_9b

\%ÌvÄ”Æ�Ç*ÊvÁÃÂ�ÇGÅ¥È�Ì�Ï‚ÄGÍ�Ì|Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A

~I r = inf
� 2 �

N

n
~Gr (� ); 8i 2 [0; N � 1]; � i � � i � 1 + f i = 0

o
; ar_�4fY9:)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ f i = 0 Î�ÁÃÏ*ÉŒËFË i � M Ó�ÉŒÂ�È´Ô*Í¡Ì�ÏGÌ°ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B ~Gr ÏIÌ É3È¡Ç

8� = (� 0; : : : ; � N � 1) 2 RN ; ~Gr (� ) =
N � 1X

i =0

U(� i ) � � N � 1a + � 0~a; ar_�4;Y

8

b

Ô*Í�ÌvÏGÌ ~a É3Â�È a É3ÏIÌ:ÄGÍ�Ì l1ÅFÏIÅFÊ8Í�Ë¥ÌvÄ
Ñ�ÁÃÆ�Â�È�ÉŒÏVB°ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�Ç
Á3ÎHar_�4;Y9Y�b�4
6 Ì:ÏGÌ�Ê�É3ËFËÃÄGÍ�Ì(Î�ÁÃËFË¥ÁbÔ*Å¥Â�Ð

ÄGÍ�Ì�ÁÃÏIÌ,A !

�

��
³� ��
Š�

$

�




�X�

�

I52 : T�@;TVTK:SJ I•2 G @32 �

C

WÙ;

�

L T!T @32 L T�� IG4)W ��G9IK> U L T � IKA Am4SI�� >cIG4 
 R

�

C

W

A�C �

/‡d�<k8�
 A IKJ T �

C

W

A�A �

@B>�4 �

C

W

A

9

�

@B<kI � IKA A¡d98UTUIG4
/Q@B>�4

I r = ~I r : ar_�4fY9Z)b

+?>�@�4�4BL’2 L58;>¡/ A I52 ~
�

r 
KIZ2 G9IfJML >9L JML��;IK<78ED �

C

W

A�A �

@B>�4 A I52 � r 
KI12 G9IfJML >9L JML��;IK<X8ED �

C

W

A

9

���

2 G9IK>

� r
i = W 0

�
~ur

i +1 � ~ur
i

�
: ar_�4fY9<)b

I‚Í³Æ�ÇvÓ�Å¥Â²ØŠÅ¥ÌvÔ Á3Î�ÄGÍ�ÅFÇ‚ÄGÍ�Ì�ÁÃÏIÌ,A´Ó¡ÔxÌ¯Ê�É3Â×É3ÇGÇIÁŠÊvÅÙÉŒÄGÌ>ÄBÁ a _�4

8

bxÄBÍ¡Ì¯Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A

inf
� 2 �

N
f Gr (� ); 8i 2 [0; N � 1]; � i � � i � 1 + f i = 0g; a _�4 _5P)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ f i = 0 Î�ÁÃÏ*ÉŒËFË i � M Ó�ÉŒÂ�È´Ô*Í¡Ì�ÏGÌ°ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B Gr ÏIÌ É3È¡Ç

8� = (� 0; : : : ; � N � 1) 2 RN ; Gr (� ) =
N � 1X

i =0

U(� i ) � � N � 1a; ar_�4 _�N.b

Ô*Í�ÌvÏGÌ a ÅFÇ‚ÄBÍ¡Ì�Ñ�ÁÃÆ�Â�È�É3ÏVB,ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â´ÁŒÎ�a _�4

8

b�4 ?1Ç f M = 0 Ó�ÔxÌXÍ�É7Ø3Ì � M = � M � 1
ÅFÂ,ÄBÍ�Ì

ØŒÉ3ÏIÅÙÉŒÄGÅFÁÃÂ�ÉŒËŒÇIÖ�É3Ê�Ì:Á3Î³ÄBÍ¡Ì:Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A a _�4 _5P)b�4 Õ˜Â�ÇIÄGÌ É3È¯Á3Î�ÔWÁ3ÏGâ³ÅFÂ�Ð‚Ô*Å¦ÄBÍ � = (� 0; : : : ; � N � 1) 2
RN Ó¡ÔxÌ¯Â�Á7Ô ÔxÁÃÏGâKÔ*Å¦ÄBÍ

� int =
�
� int

0 ; : : : ; � int
M � 1

�
2 RM É3Â�È � ext =

�
� ext

M ; : : : ; � ext
N � 1

�
2 RN � M :

I‚Í�Ì#Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ar_�4 _(P)bZÅFÇ°Ì

]

Æ�Å¥ØŒÉ3Ë¥Ì�Â�Ä>ÄBÁ´É•Ê�Á3Â³ÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È�A#ÅFÂ�Å�A\Å�U ÉŒÄGÅFÁÃÂ´Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ÇIÌvÄ¯ÁÃÂÛØŒÉ"D

ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç (� int ; � ext ) Ô*Í�ÌvÏGÌ²ÄGÍ�Ì²Ê�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â³ÄÒÏGÌ ÉŒÈ�Ç � ext
M = � int

M � 1
4 l�ÁÃÏ¯ÄBÍ�Å¥ÇdA#ÅFÂ�Å�A\Å�U ÉŒÄGÅFÁÃÂ
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Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A´Ó³Ô*Í¡Ì�ÏGÌZÄBÍ�ÌZÆ�Â�â³Â�Á7Ô*Â´É3ÏGÌ*ÄBÍ�ÌZÇIÄGÏGÌ�ÇIÇGÌvÇ�Ó�Å¥Ä:Å¥ÇWÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì”ÄGÁ�Ô*ÏGÅ¦ÄBÌZÈ�Á7Ô*Â•É3Â ��U É ÔmÉ

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4�6!Ì|Â�Á7Ô Ê8Í�É3Â�ÐÃÌ|Á3Î�ØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç�Ó�É3Â�È•ÔWÁ3ÏGâ²Ô*Å¥ÄGÍ

�

= (v0; : : : ; vM ) 2 RM +1 ÉŒÂ�È

�

= (xM ; : : : ; xN ) 2 RN � M +1 ; ar_�4 _3ß9b

Ô*Í�Å¥Ê8ÍÚÉ3ÏIÌ°Í�Á9A#ÁÃÐÃÌvÂ�Ì�ÁÃÆ¡Ç*ÄGÁ¢Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂKØŒÉ3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç'4 \%ÌvÄ*Æ�Ç”ÅFÂ�ÄGÏGÁ�È�Æ�Ê�Ì>ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B

E ext
U (

�

) =
N � 1X

i = M

W(x i +1 � x i ):
ar_�4 _(h)b

�tiŠÖ�ÏGÌvÇGÇIÌ�ÈÛÅFÂ,Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂKØŒÉ3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç�Ó�ÄBÍ�Ì|Ö�ÏIÌ�ÊvÌ�Ì�È¡ÅFÂ�Ð �uU É ÔWÉ\ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA ÏGÌ ÉŒÈ�Ç !

�•����� � �
	����

$

�




�O�

�

I52 E int @B>�4 E ext
U


KIW4SI�� >cIG4 
 R �

C

W’V�V

�

@B>�4 �

C

W

C�� �

W

�

I52 � k 2 RM +1 /

� k 2 RN � M +1 @B>�4 � k 2 R 
KI�2 G9I”d98UTKL’2 L58;> TM@B>�4²2 G9I

�

@ �B<2@B> �SI JM:=Aª2 L?d�A L5IK<M@32 L’2EIK<2@32 L58;>

k W ��I >c8 � 4SI�� >cI|2 G9IKJ @32 L’2 IK<2@32 L58;> k + 1 W

�

I52�� k+1 
KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

inf
�

�
E int ( � ); v0 = 0; vM = � k

	
; ar_�4 _"Y�b

A I52�� k+1 
KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

inf�

�
E ext

U ( � ); xM = � k ; xN = a
	

ar_�4 _5_9b

@B>�4 A I52 � k+1 
KI �BL’<BIK> 
 R

� k+1 = � k + �
�
W 0

�
xk+1

M +1 � xk+1
M

�
� W 0

�
vk+1

M � vk+1
M � 1

��

�CG9IK<kI � > 0 L T @i: TUIK<_D3NVG98UTUIK>\d @B<2@BJ I52 IK<'W

�

�� � ���

$

�




�

ã 	

YSÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅFÌvÇ‚Á3Î�ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4;Y�b ��G9I � <VT52 T52EI˜d��

C

W

C�A �

NV8;> TKL T52 T L >

2 G9Ij<kIVTU8;A :�2 L58;>$8EDj@7>c8;>9A L >cI3@B<�d�<k8�
 A IKJ TUI52C8;>#2 G9I L >�2EIK<?L58;<m4S8;J�@BL > [0; M ] � L’2 G�L L <?L5NVGSA I52


K8;:S>�4 @B<?R�NV8;>�4BL’2 L58;> T8/ � I N3@B>Ú2 GS: T : TUI¯2 G9I � <kT52_NV8�4SI|2 G @32 � I7G @3<BI @32 G @B>�4)W

��G9IjTUIVNV8;>�4 T52EI˜d��

C

W

C�C �

L TX@ >c8;>9A L >cI3@B< JML >9L JML��U@32 L58;>Xd�<k8�
 A IKJ � L’2 G¢L L <?L5NVGSA I52 
K8;:=>�D

4 @B<?R$NV8;>�4BL’2 L58;> T @B>�4�� L’2 G98;:�2 
K8�4BRjD 8;<kNVI¯2EIK<?J3W%RnT W L TMNV8;>�<BIIH$@B>�4mTKL >cNVI � I � 8;<��mL >

@�8;>cIÒ4BL J IK> TKL58;>�@BAcTUI52	2 L > �
/x2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED �

C

W

C�C �

L T��;>c8 � >¡/QL’2 L TX2 G9I A L >cI3@B<Ò4SI D 8;<_D

J�@32 L58;>

xk+1
i =

N � i
N � M

� k +
i � M
N � M

a: ar_�4 _5:)b

6!Ì�Â�Á7Ô Ê�Á9A#Ö�É3ÏIÌ×ÄBÍ¡ÌÛÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç+_�4†ß�4†ß É3Â�È _�4?ß�4;YT4qI‚Í¡Ì Q�ÏGÇjÄ•ÇIÄGÌ�Ö ar_�4�N
h)b¢ÁŒÎ°ÄBÍ�Ì

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4†ß*ÅFÇ�Ì�i¡É3ÊvÄGË�B|ÄBÍ¡ÌWÇBÉ(A\ÌxÖ�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A ÉŒÇ a _�4 _(Y)b�4�6!ÌxÍ�É ØÃÌmÇIÌ�ÌvÂ¢ÄGÍ�ÉŒÄ�ÄBÍ�ÌxÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ

Á3Îtar_�4 _5_9b
ÇGÉŒÄBÅ¥ÇVQ�ÌvÇ�a _�4 _5:)b_ÓŒÇIÁ�Ó3Á3ÂXÄBÍ�ÌWÌ�i�ÄBÌvÏGÅFÁ3Ï.È�Á9A\É3Å¥Â‡Ó7ÄBÍ�ÌmÈ¡ÌvÎ�ÁÃÏVAKÉŒÄGÅFÁÃÂ�ÅFÇ.É3Ë¥ÔWÉ
BŠÇ.ËFÅFÂ¡Ì É3Ï'4

Õ˜Â�Ø�Å¥ÌvÔ Á3Î a _�4fh5Y�b_Ó�ÄBÍ�Ì¯ÇBÉ5A#Ì¯Ö�ÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄFB,Í�ÁÃË¥È�Ç”Î�Á3Ï*ÄGÍ�Ì�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4†ß�4?ß�4 �ŠÁ�Ó�Å¦Î.ÄGÍ�ÌXÅ¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë

ÐÃÆ¡Ì�ÇGÇIÌ�ÇWÉ3ÏGÌ‚ÇIÆ�Ê8Í#ÄGÍ�ÉŒÄ � 0 = u0
M

Ó�É3Â�È¢Å¦Î�ÄGÍ�Ì‚ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë�ÐÃÆ�Ì�ÇIÇ(Á3Î�ÄBÍ�Ì”É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ß1ÇBÉŒÄGÅFÇsQ�Ì�Ç

ar_�4†ß3ß9b5Ó¡ÄGÍ�Ì�Â×É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç _�4†ß�4?ßsÉ3Â�È _�4?ß�4fYpB�ÅFÌvËFÈ•ÄBÍ¡Ì°ÇBÉ5A#Ì|ÇGÌ

]

Æ�ÌvÂ�Ê�Ì(4
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l�ÁÃÏÒÄBÍ�Ì´ÇBÉŒâ3Ì´Á3Î>ÊvÁ9A\Ö¡ËFÌvÄGÌ�Â�ÌvÇGÇvÓ(ÔxÌ´ÇIÄBÆ¡È�B•ÅFÂ•ÄBÍ�Å¥Ç¢ÇGÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂNÉáÊ�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�ÈÜÖ�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A

Ô*Í�Å¥Ê8ÍáÅFÇ>Â�É
ÄBÆ�ÏGÉ3ËFËXB�ÉŒÇGÇGÁ�Ê�ÅFÉŒÄBÌvÈÚÄBÁ•ÄBÍ¡ÌÒÏGÌ5Î�Ì�ÏGÌvÂ�Ê�Ì¢Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ar_�4

8

b�4�I‚Í�Ì�Â‡Ó�ÔWÌsÔ*ÏGÅ¦ÄBÌÒÈ¡ÁbÔ*Â

ÄGÍ�Ì ��U É ÔWÉ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄGÁ×ÇIÁÃË¥Ø3Ì¢ÄGÍ�ÅFÇ|ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A×Ó‡É3Â�ÈáÔWÌ#ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�ÉŒÄ|ÄBÍ¡Ì#ÇIÁ(D

ÁÃÑŠÄ8É3Å¥Â�Ì�È,Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë[Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A#Ç*É3ÏIÌ�ÉŒÇ‚È�Å¥à#Ê�Æ¡Ë¥Ä‚ÄBÁ¢ÇIÁÃË¥Ø3Ì�ÉŒÇ*ÄGÍ�Ì|ÏGÌ5Î�Ì�ÏGÌvÂ�Ê�Ì¯Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A�4

I‚Í�Ì¢ÅFÈ�Ì�É²ÅFÇ>ÄGÁ´Æ¡ÇGÌsÄ˜ÔWÁ´È�ÌvÐÃÏGÌvÌ�Ç|Á3Î:Î�ÏGÌ�ÌvÈ�Á9A ÄBÁ,È�Ì�ÇIÊ�ÏIÅFÑ�Ì¢ÄGÍ�ÌsÖ�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3ÂÚÁ3ÎWÉŒÄBÁ9A M Ó

ÁÃÂ¡ÌmÊ�ÁÃÏIÏGÌvÇGÖ�ÁÃÂ�È�Å¥Â�Ð1ÄBÁZÄBÍ�ÌmÅ¥Â�ÄBÌ�ÏIÅFÁÃÏ�ÇVB�ÇjÄBÌ,A´ÓŒÄGÍ�ÌmÁ3ÄGÍ�Ì�Ï�ÁÃÂ�ÌmÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È�ÅFÂ�ÐZÄBÁ1ÄGÍ�ÌmÌ�i�ÄGÌ�ÏGÅ¥ÁÃÏ

ÇsBŠÇjÄBÌ'A a�ÅFÂgÉ Y l � ÇGÌ5ÄGÄBÅ¥Â�Ð�Ó�ÄGÍ�ÅFÇ3A\Ì5ÄBÍ�Á�È•ÔWÁÃÆ¡ËFÈNÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡ÈgÄBÁ!É È�Å¥ÇGÊvÁÃÂ�ÄBÅFÂ³Æ�Á3Æ�Ç l �

È�Å¥ÇGÊvÏGÌvÄGÅ�U�ÉŒÄBÅ¥ÁÃÂ�Á3Î.ÄBÍ�Ì�È�ÅFÇIÖ�ËÙÉ3ÊvÌ,A#Ì�Â�Ä�Q�Ì�Ë¥È2b�4�\%ÌvÄ>Æ¡Ç1È�Ì�Q�Â�Ì

�

2 RM +1 ÉŒÂ�È

�

2 RN � M +1

Ñ)BRa _�4 _Ãß5b5Ó�É3Â¡È

Q(
�

;
�

) = xM � vM : ar_�4 _

8

b

I‚Í�Ì¯ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ar_�4

8

bWÅFÇ‚Ì

]

Æ¡Å¥ØŒÉ3ËFÌvÂ�Ä”ÄGÁsÄBÍ�Ì|Ê�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È/A#ÅFÂ�Å�A\Å�U ÉŒÄGÅFÁÃÂ#Ö�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A

inf f EU (
�

;
�

); v0 = 0; xN = a; Q(
�

;
�

) = 0g; a _�4 _5Z9b

Ô*Í�ÌvÏGÌ|ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B EU
Å¥Ç‚ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â´Ñ�B

EU (
�

;
�

) = E int (
�

) + E ext
U (

�

); ar_�4 _5<)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ E int ÉŒÂ�È E ext
U

É3ÏGÌ°È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B ar_�4�N5N.bmÉ3Â�È^a _�4 _5h)b�4 l�ÁÃÏ‚É3Â)B � 2 R Ó�Ë¥ÌvÄ*Æ�Ç*ÇIÌvÄ

L int (
�

; � ) = E int (
�

) � �v M ; ar_�4 :5P)b

L ext (
�

; � ) = E ext
U (

�

) + �x M : ar_�4 :�N.b

I�Á\ÇIÁÃË¥Ø3Ì+a _�4 _5Z)b_Ó¡ÄBÍ�Ì ��U É ÔmÉ#É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTAPÏGÌ�É3È�Ç�!

�•����� � �
	����

$
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�

$
�

I52 � k 2 RM +1 / � k 2 RN � M +1 @B>�4 � k 2 R 
KIÒ2 G9I1d98UTKL’2 L58;> TM@B>�4

2 G9I

�

@ �B<3@B> �SI7JM:=Aª2 L?d�A L5IK< @32 L’2 IK<2@32 L58;> k W ��I >c8 � 4SI�� >cI|2 G9IKJ @32QL’2EIK<2@32 L58;> k + 1 W

�

I52�� k+1 
KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

inf
�

�
L int ( � ; � k); v0 = 0

	
; ar_�4 :Ãß9b

A I52�� k+1 
KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

inf
�

�
L ext ( � ; � k); xN = a

	
ar_�4 :5h)b

@B>�4 A I52 � k+1 
KI �BL’<BIK> 
 R

� k+1 = � k + �Q ( � k+1 ; � k+1 );

�CG9IK<kI � > 0 L T @i: TUIK<_D3NVG98UTUIK>\d @B<2@BJ I52 IK<'W

I‚Í�Ì¢ÇGÌvÊ�ÁÃÂ�È ÇIÄGÌ�Ö ar_�4f:9h)b1Á3Î:ÄBÍ�Ì#É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Å¥Ç|É3Ç|È�Å¥à#Ê�Æ¡Ë¥Ä°ÄBÁ,ÇIÁÃË¥Ø3Ì\ÉŒÇ|ÄGÍ�Ì¢ÏGÌ5Î�Ì�ÏGÌvÂ�Ê�Ì

Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A´ÓmÎ�ÁÃÏ,Å¥Ä,ÅFÇ´É•Â�ÁÃÂ�Ë¥ÅFÂ�Ì�É3Ï•Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ÇGÌ5Ä�Á3Â ÄGÍ�Ì Ì�i�ÄBÌ�ÏIÅFÁÃÏ,È�Á5AKÉ3Å¥Â [M ; N ] Ó‚Ô*Å¥ÄBÍ

l1Å¥ÏGÅ¥Ê8Í�ËFÌ5Ä�É3Â¡È-CZÌ�Æ�AKÉ3Â¡ÂÒÑ�Á3Æ�Â�È�É3ÏsB¯Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4"I‚Í¡ÅFÇ�Å¥Ç�Ô*Í)BXÄGÍ�ÌmÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 _ZÊ É3Â¡Â�Á3Ä

Ñ�Ì|Æ�ÇGÌvÈ�ÅFÂ,Ö�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÊvÌ>Î�ÁÃÏ‚ËÙÉ3ÏIÐÃÌ°ÇGÊ�É3ËFÌ°Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A#Ç,4
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N.bKb_ÓŠÔ*Í�ÌvÏGÌ�É3Ç”ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4fhÒÅFÇ
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É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇqA\ÌvÂ³ÄGÅFÁÃÂ¡Ì�È´É3Ñ�ÁbØ3Ì54

6!Ì×Â�Á7Ô ÄBÆ�ÏIÂNÄBÁ ÄBÍ�Ì×Ê É3ÇIÌ f �

P�4 : a�ÇGÌvÌJl.Å¥ÐT4m_�4 _9b�4cI‚Í�ÌÛÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XN�È�Á�Ì�Ç\Â�Á3Ä

ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ3Ó�É3Â�È´ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ßÒÊ�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ>Â�ÌvÅ¥ÄBÍ¡Ì�Ï‚Ô*Å¥ÄGÍ � = 0:8 Â�ÁÃÏ‚Ô*Å¥ÄGÍ � = 0:3 4
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É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ß/a�Ô*Å¥ÄGÍ � = 0:1 ÁÃÏ � = 0:2bmÉ3Â�È,ÄBÍ¡Ì�ÉŒËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4†ß�4 h�4
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Ä�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#ÇH_�4?ß�4?ß*ÉŒÂ�Èd_�4†ß�4fh*É3ÏGÌSÅ¥Â�ÄBÌ�ÏIÌ�ÇjÄBÅFÂ¡Ð�! ÄGÍ�Ì:É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
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Æ�ÅFÊ8â³ËXB²ÄBÍ�ÉŒÂ,ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA

_�4?ß�4?ß•Ô*Å¦ÄBÍ � = 0:1 ÁÃÏ � = 0:2 Ó�Ô*Í�ÅFÊ8Í Ê É3Â Ñ�Ì#Ì�iŠÖ�ÌvÊvÄBÌvÈ�ÇGÅ¥Â�Ê�ÌsÄGÍ�Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 h•Å¥Ç

É CZÌ5Ô‚ÄBÁÃÂNÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA´Ó
Ô*Í¡Ì�ÏGÌ�É3Ç\ÄGÍ�Ì´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4†ß�Ó.Ô*Í�Ì�ÏIÌ � Å¥Ç#âŒÌ�Ö¡Ä\Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä Ó(ÅFÇ¢É

ÐÃÏGÉ3È�Å¥Ì�Â�Ä”É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4

Þ>ÂRl�ÅFÐT4%_�4f:¡Ó�ÔxÌ¢È�ÅFÇIÖ�ËÙÉ
B�ÄGÍ�ÌsÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë
Ø3ÉŒËFÆ�ÌÒÁŒÎ � É3Ç°Ð3Å¥ØÃÌvÂáÑ�B a _�4;YTN.b�4%Þ>Â�Ì¢Ê ÉŒÂ ÇIÌ�Ì

ÄGÍ�ÉŒÄ ÓxÅFÂNÄGÍ�ÌÚÊ�É3ÇGÌ f = 0:006Ó(ÄBÍ�Ì�ÁÃÖ¡ÄBÅ�AKÉŒË*ØŒÉ3Ë¥Æ�Ì�ÇjÄ8É
B�Ç•Ê�Ë¥ÁÃÇGÌ�ÄGÁ P�4fZ5Y !:ÄBÍ�Å¥ÇKÅFÇ#Ô*Í)B

É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Çk_�4?ß�4XN�a�ÄGÍ�ÉŒÄÒÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È�ÇÒÄBÁ � = 1b¯É3Â�È>_�4?ß�4?ß a�Ô*Å¦ÄBÍ � = 0:8b�ÐÃÅ¥Ø3ÌKÐÃÁ�Á�È
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É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4†ß�4?ß×Ô*Å¥ÄGÍ � = 0:8 ÁÃÏ � = 0:3 4t6!Á3ÏGâ³ÅFÂ�Ð×Ô*Å¥ÄBÍ � = 0:2 Á3Ï � = 0:1 ÅFÇÒÉ
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ÅFÇmÑ�ÌvÄ˜ÔxÌ�ÌvÂ/D N|É3Â�ÈJNÃÓ¡É3Â�È²ÄGÍ�Ì|É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
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?1Ç>ÄGÍ�Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 h²Å¥Ç|É CZÌ5Ô‚ÄBÁÃÂ É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA´Ó�Å¥Ä$A\É
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 � H+:�PB>BC76 <�
 :�476 M)6�@ H7P :�@

�

�6Å4&3L, (+7„$�7>&95s(u7%HJ(u(+ #"ˆ(u(+ '�CN?"%&95 $JH'*,$�7>L,�C7
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Gq�È 5‘(+ J&9L
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(aj h; bj h) 0 j 2 f 1; : : : ; Jg0

Fc(x) =
Z


 M \ (0;x )
f (s) ds+ h

j � 1X

k=1

(f (bkh) + f (bkh + h) + : : : + f (ak+1 h)) ; � �Jq¢À��&


�{U#WGg+W,Rˆm10‡^ˆb 
 �
0�sD^ˆgvR%]V] j 2 f 1; : : : ; J � 1g 0 ��WemAWGT
0±sD^ˆg-R%]V] i 2 f bj ; : : : ; aj +1 g 0

F i
c =

Z


 M \ (0;ih )
f (s) ds+ h

j � 1X

k=1

(f (bkh) + : : : + f (ak+1 h)) + h
iX

q= bj

f (qh): � �Jq¢À�� 


�

�k5'7<(+�Š(, #"<( Fc
&3LF�07>5s(+&95•H'7%H'L�7>5 
 M

M•�17>5s(+&35•H'7>H'L�"<( aj h
Mx;'Hx(‡5'7%(F�17%5•(,&95•H'7>HJL‡"<( bj h

q

È 5’(+ '��L2�
�

H'�18t7>5 (+ J&9LuL,�0�0(,&97>5 MKÅF�v"%L,L2H'N?�C(, #"<(u(+ J�-�08:"%L‰(+&3�e�15'�0*,†%•’IJ�15'L2&3( • W L,"<(+&3L2z#�0L

8
><

>:

W 2 C2(R);

9� > 0; 8x 2 R; � � W 00(x);

9� > 0; 8x 2 R; jW 0(x)j � � jx � 1j :

� �JqŸÀ � 


'Š83(+ J7>H'†> W &9L4I'�Gz#5'�1I67>5 R MKÅF�€5'�0�1I &35

•

"%�G(4(+7Y¿•5'7�Å W(x) 7%5'83•

•

7%* x > 0 M�IJH'�-(,7

(, '�/&95HÇ2�0�0(,&3@E&3( ••�17%5'L2(,*+"%&35•(k(+ #"<(k&9Le&35'�183H'I'�0I &95 (, '�€@<"%*,&9"<(+&37>5#"%8�L2$#"%�0�1L � �JqŠÁ 
hM;� �Jq o 
k"%5'I

� �Jq �&
Gq

‚

�0(4H'L4L2�0(

a�
M =

Z



(W 0)� 1

�
W 0(0) + sup



FM � FM (x)

�
dx; � �Jq �AÂ 


a�
� = h

N � 1X

i =0

(W 0)� 1
�

W 0(0) +
�

sup
0� i � N � 1

F i
�

�
� F i

�

�
; � �Jq �BÀ�


a�
c =

Z


 M

(W 0)� 1 �
W 0(0) + Fc � Fc(x)

�
dx � �Jq �&�&


+ h
X

i 2 J �

(W 0)� 1 �
W 0(0) + Fc � F i

c

�
;

Å4 '�0*,� Fc = sup

 

sup
x2 
 M

Fc(x); sup
i 2 J �

F i
c

!
q

”LK,K



� ���#���

T

���

�,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D

W

� 
B� � � ���

T

�

”����

wx&9L‰(+�05'�1�v"%5'I’H'5'& � H'�15'�0L,LŠ7

•

L27>89Hx(+&97%5'L 


#

WGT 
 M
)GW�R ��WxW,`‹mGdK)!`E^ˆXOR%YVb

^…s 
 ,

�

WCRˆm!mGdEXfWŠT UJR%T}T U#W-WG])RˆmGT Y\[CWGbŒWGgwv%l|`EWGbJmGYVTZl W m1R%T Y9m �‡W!m 
XNA,
:

n

�€R%b�`|T UJR%T{T U#W6)G^1`%l

sD^ˆg+[!W!m f m1R%T Y9m_shl 
XNA,
:oR �A,

F_s a > a�
M

0{T U#WGb�T U#W-[!^ˆb#T YVb#dxdEX y�g+^A)1]9WGX 
XNA,�N �vUJRˆmCROdEb#Y�]1d#WeX/YVb#YVX/Y��ˆWGg uM
0 �{UEY\[!U

Y9m-YVbŽRs`s`%YVT Y\^ˆb YVb H 2(
) ,�F_s a < a�
M

0 TVU#Wuy�g+^A)1]9WGX 
XNA,�N �„Y9m-bŒ^ˆT�R%T T R%YVbŒW,`",

F_s a > a�
�

0KT U#WGb?T U#W‹R%T ^ˆX/Y9mGT Y\[�y�g+^A)1]9WGX 
XNA,/@ �ŠUJRˆm‹RvdEb#Y�]1d#W4X/YVb#YVX/Y��ˆWGg u�
,KF_s a � a�

�
0

TVU#WGb
T U#Wuy�g+^A)1]9WGX 
XNA,/@ �/Y9m�bŒ^ˆT‡R%T T\R%YVbŒW,`",

F_s a > a�
c

0yTVU#WGb6TVU#W|[!^ˆd�y�]9W,`6y�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:":��vUJRˆm�ROdEb#Y�]1djWeX/YVb#YVX/Y��ˆWGg uc
,mF
s a < a�

c
0

TVU#Wuy�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:":��„Y9m-bŒ^ˆTFR%TZT\R%YVbŒW,`",

� ������� � ¾

 J�‡$'*,7E7

•

L}7

•

(+ '� (+ '*2�1�‡$J*,7>;'83�1NOL

•

7>83897�Å…(, '�‡L,"%N?�F$#"<(2(+�1*25„"%5'I M

•

7>*};'*,�G@x&)( •>MHÅ��

7>5J83• I'�G(!"%&38� '�1*2�-(, #"<(Š7

•

(, '���17>5s(,&95•H'H'N $'*27>;'89�0N � �xq � 
hq

�

��z#*2L2(Š"%L,L2H'NO� a > a�
M

q

‚

�0(

H'L�L, '7�Å (+ '�Š�Gwx&9L‰(+�15J�1�C7

•

"€NO&95J&9NO&9•1�0*1q"'#7>*p(+ J&9L�$JH'*,$�7>L,�<MJ83�0(‡HJL��17%5'L,&3I'�1*�(, '�

•

7>83897�Å4&95J†

NO&95'&3N?&3•D"<(,&97>5O$'*27>;'89�0N�M �yYVT U#^ˆdET (+ J�-&35'�1*2�D"%L2&95'†„�07>5'I'&)(+&97%5 Æ

inf
�

EM (u); u 2 H 1(
) ; u(0) = 0; u(L) = a
	

: � �Jq �ZÁ 


�

&)(+ _(, '�OL,�1�07>5'I 83&95'�/7

•

� �xqŸÀ��&
GM�Å��OL,�0�?(, #"<( EM
&9L-" � � �07>5s@>�Gw

•

H'5J�0(+&37>5 q

¾

 '�„(+ '&3*,I

83&95'�e7

•

� �JqŸÀ � 
F&9NO$'83&9�1Lp(+ '"<( EM
&3Lu�17>5s(+&35•H'7>H'L

•

7>*‡(, '� H 1 5'7>*2N�q

¾

 •H'L1Mj$'*27>;'89�0N � �Jq �ZÁ 


 #"<Lf"SH'5'&
�

HJ�•NO&95J&9NO&9•1�0* uM
q

�

�•5'7�Å L, J7�Å
(, #"<( uM
&9L„"SN?&35'&9NO&9•0�1*€7

•

� �Jq �&
Gq

¾

 '�

�

H'83�1*1�

‚

"%†>*+"<5'†>�C�
�

H#"ˆ(+&97%5•7

•

� �Jq �ZÁ 
�*,�1"%I'L

u00
M W 00(u0

M ) + f = 0 "xq �<q#7>5 
 : � �Jq �<o(


'ŠL,L,HJN?$J(,&97>5JL7� �Jq¢À�� 
}&3N?$'8)•�(+ #"<( uM 2 H 2(
) qAÈ 5•(,�1†>*,"<(+&35'†C(+ '�4$'*2�0@E&97%H'Ly�
�

H#"<(,&97>5

•

*27>N

Â?(,7 x M�7>5'�|7>;x(!"%&35'L u0
M (x) = (W 0)� 1(� M � FM (x)) ; Å4 '�0*,� � M = W 0(u0

M (0) q

‚

�G(eH'L

L2�0(

� �
M = W 0(0) + sup



FM ;

L27 a�
M =

Z



(W 0)� 1 (� �

M � FM (x)) dx q

�

�-"%89L27„ #"D@>�

a =
Z



u0

M (x) dx =
Z



(W 0)� 1(� M � FM (x)) dx:

*x&35'�1� (W 0)� 1 &3L/"%5�&95J�1*,�1"%L,&35'†

•

H'5J�0(+&37>5 M�Å��’L,�0��(+ #"ˆ( a � a�
M

 '"%L|(+ '�fL+"%NO� L,&3†>5�"%L

� M � � �
M

q

'kL a > a�
M

M�ÅF�• '"A@%� � M > � �
M

M{ J�15'�0� u0
M > 0 7>5 
 qO*x7 uM

&3L/"%5�&95J�1*,�1"%L,&35'†

•

H'5J�0(+&37>5 Mp&3(„;��1837>5'†>L/(,7_(+ J�•@<"%*2&:"<(,&97>5#"<8�L,$'"%�1� � �Jq o(
/"%5'IŒM L2&95'�0��&)(O&9LO"ŽNO&95J&9NO&9•1�0*€7

•

� �Jq �ZÁ 
GM�&3(Š&9Lk"fN?&35'&9NO&9•0�1*‡7

•

� �Jq � 
Gq�*x7'Mj(+ J�€$'*27>;'89�0N � �Jq � 
‹ '"%Le"<(k89�1"%L2(k7>5'�€NO&95J&9NO&9•1�0*1q

��7%*,�17A@%�1*1Mj(+ J&9LuNO&95'&3N?&3•1�1* &9LuHJ5'&
�

H'��;s• �17%5•@%�Gwx&3( •�"%*2†>H'NO�15s(+L0q

�

�?5'7�Å (+H'*25…(+7•(+ '�?�D"%L2� a < a�
M

q

�

5'�f�1"%5 $'*27n@%�%M};••…"6L‰(!"%5'I'"%*,I…(,�1�! '5J&
�

H'��7

•

*2�1†>H'89"%*,&3•D"<(,&97>5 �¢À�Á®À �\Mx(+ #"<(4(, '��*,�189"ˆwx�1I’$'*27>;'89�0N

inf
�

EM (u); u 2 H 1(
) ; u(0) = 0; u(L) = a; u0 � 0 "Jq �%q#7>5 

	

”LK�	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

 #"<Ly"eH'5'& � HJ�‡N?&35'&9NO&9•0�1* ~uM 2 H 2(
) q

¾

 '�u�17%5'I'&3(,&97>5 a < a�
M

&9NO$'83&9�1L�(, #"<( (, '�1*2�‡�Gwx&9L‰(+L

"%5?&95s(+�0*2@<"%8#7>5}Å4 '&3�! ~u0
M (x) = 0 q�*x7 ~uM

&9Lp5'7%( &35HÇ2�1�G(+&3@%�%M•"%5JI?(+ J�Š$'*27>;'83�1NF� �Jq �&
y&3Lp5'7%(

"<(2(!"%&35'�1IŒq �
#��

•

7%*,�’$'*,7E�1�0�1I'&35'†

•

H'*2(, '�1*0My89�0(„HJLcÅ4*2&3(+��(, '�

�

HJ89�1*B�

‚

"%†>*,"%5'†>�f� � H#"<(,&97>5

•

7>*�� �xq �&
hq

�

5'I'�1*4(+ J�v"<L,L,HJN?$J(,&97>5 a > a�
�

MJ(, '���17>5JL2(+*,"%&95s( ui +1 > ui &9Lu5'7<(‹"%�0(,&3@>�<M'(+ •H'L

8i 2 f 1; : : : ; N � 1g; W 0

�
ui

� � ui � 1
�

h

�
� W 0

�
ui +1

� � ui
�

h

�
� hf (ih ) = 0: � �Jq ��Ã&


'Š5�� � HJ&3@<"%89�05s(

•

7%*,N|H'89"<(+&37>5f&3Lu7>;J(+"%&95'�0I’�D"%L2&983•(Æ

8i 2 f 0; : : : ; N � 1g;
ui +1

� � ui
�

h
= (W 0)� 1

�
� � � F i

�

�
; � �Jq ��� 


Å4 '�0*,� � � = W 0
�
(u1

� � u0
� )=h

�
"%5'I F�

&3LuI'�0z#5J�1I6;s• � �Jq¢À�� 
Gq

�

&3(+ L2&9NO&989"%*‡"%*2†>H'NO�15s(+L0M

&)(4�D"%5•;=��L2 '7�Å45•(, #"<(4(+ '��NO&95'&3N?&3•1�0* uc
7

•

� �Jq¢À�À�
FL,"<(+&3L2z#�0L

8x 2 
 M ; u0
c(x) = (W 0)� 1 (� c � Fc(x)) ;

8i 2 N� ;
ui +1

c � ui
c

h
= (W 0)� 1

�
� c � F i

c

�
;

� �Jq �$�&


Å4 '�0*,� � c = W 0(u0
c(0)) � *2�1�1"%898JÅF�O #"D@>��"<L,L,HJN?�0I 0 2 
 M


hM (+ '�OL,�G( N�
&9LCIJ�0z#5'�0I ;s•

� �Jq �&
‡"%5'I Fc
&9L4I'�0z'5'�1I•;s• � �Jq¢À��&
‡"%5JI � �Jq¢À�� 
Gq

-/.�� .�� � 6��KC7> :�>B<DC <�
":�476 LK8OM�:�> :�>1<DC

�

��5'7�Å &95s(+*27xI'HJ�1��"„�1*,&)(+�0*,&97%5 &95’7>*,IJ�1*‡(+7„I'�Gz#5'��(+ '��L2H';=IJ7>Nf"<&95 
 M
q

 

"!����
	����!�����

T

�

T ���

"%*2(,&3(+&37>5 &95�(, '���17>5s@%�Gw��D"%L2��


�

W�Rˆm!mGdxXfWFTVUJR%T 
XNA,
:oR �‹Y9mpm1R%TZY9m �‡W,`",

#

WGT � f > 0 ,

�

WSm1R%l�TVUJR%T�TVU#W…YVb#T WGg�2ˆR%] (ih; ih + h) Y9m‘R *2�1†>H'89"%*6&35s(+�1*‰@<"%8fY s f 2
W 1;1(ih; ih + h) �yYVTVU

8x 2 (ih; ih + h); jf (x)j � � f
R%b�`

Z ih + h

ih
jf 0(x)j dx � h

� f

L
:

�

W€`EW �pbŒW


 M = [ �
(ih;ih + h) ���
	���
 ���

(ih; ih + h) R%b�` 
 � = 
 n 
 M ;

�{U#WGg+W [ � XfW,R%bJm€T UJR%T‡TVU#WLy#^ˆYVb#T f ihg Y9m„R%] mA^fYVbŒ[G]ad'`EW,` YVb 
 M
Y s�)G^ˆT U (ih � h; ih ) R%b�`

(ih; ih + h) R%g+W-g+Wwv%dE])R%gCYVb#T WGg�2ˆR%] mo,

” 	<M



� ���#���

T

���

�,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D

W

� 
B� �*�������

T

�

”��

U#W€mGdK)!`E^ˆXOR%YVb 
 M
Rˆm?`EW �pbŒW,`•R")G^H2%Wf^ˆb#]al�`EW4y#WGb�`ˆmf^ˆb f ,{ik[GT d'R%]V]al�0

`%d#W|T ^fT U#WO[!^ˆb�2%WXW>YVTZl’^…s W 0 �{UEY\[!U6R%]V]9^��{m�sD^ˆgOWG]V]aYQy�T Y\[vg!Wwv%dE])R%ghYVTZlfg!W!mGdE]aTVm?^ˆbSTVU#W;CFdE]9WGgT.

#

R�v%g2R%bBvEWvW^]1dJR%T Y\^ˆb�
XNA,/@B?���0}TVU#WŠmGYVbBv%dE])R%ghYVTZY\W!m-^…skTVU#W‹mA^ˆ]adxT Y\^ˆb u�
R%g+W‹mA^ˆ]9WG]al|]aYVb��sW,`|T ^|T U#W

mGYVbBv%dE])R%ghYVTZY\W!m-^…skTVU#W&)G^1`%l™sD^ˆg![!W!m f ,�I ^€T U#W‹mGdK)!`E^ˆXOR%YVb 
 M
Rˆm�`EW �pbŒW,`„R")G^H2%WkY9meTVU#W �ˆ^ˆbŒW

^…s�g!Wwv%dE])R%ghYVTZl|^…s u�
,

�

U#W�mGYVT d'R%T Y\^ˆb �yYV]V]K)GWug2Rs`%Y\[,R%]V]al�`%Y �eWGg+WGb#T�YVbfTVU#W

#

WGb#b�R%g2`A.Ž*#^ˆbŒW!m‹[,RˆmAW


ZmAW!Wœ`|W �pb#YVT Y\^ˆb NA, 	b,
:��A,

#F•’�07>5'L‰(+*,HJ�0(+&37>5 M f "%5JI f 0 "%*2�C;=7%H'5'I'�0I�7>5 
 M
Æ

kf kL 1 (
 M ) � � f
"<5'I kf 0kL 1(
 M ) � � f : � �Jq ��� 


È 5 �k�0z'5'&3(,&97>5 �Jq �xq¢À>MJÅF�• '"A@%��&35s(+*,7EI'H'�0�1I‘(+ J�

•

HJ5'�0(,&97>5'L FM
M F�

"%5'I Fc
� L2�1� � �Jq¢À�Ã&
hM

� �JqŸÀ � 
GM�� �xqŸÀ��$
p"<5'I � �xqŸÀ��&
 
Gq"È 5O(+ '�ŠL,� � HJ�18\MbÅF�MÅ4&9838#5'�1�0I "%5?�1L2(,&9N?"<(+�‹7

•

(+ '�0&9* I'& �=�1*2�15'�0�%M

Å4 '&3�! 6&3Lu$'*,7A@E&9I'�0I�;s•�(, '�

•

7>89837�Å4&95'†|83�1NONf"xq

� 
B� � � ���

T

�

T �

WvRˆm!mGdEXfW�T UJR%T TVU#W•)G^1`%l[sD^ˆg+[!W!mem1R%T Y9m_shl 
XNA,
:oR �OR%b�` 
XNA,/@b< �A,

�

U#WGb

lim
h! 0

sup
k

�
�FM (kh) � F k

�

�
� = 0; � �Jq �$� 


R%b�`H0±sD^ˆg-R%]V] h 0

8k mo,9Tw, kh 2 
 M ; jFc(kh) � F k
� j � h� f (N cc + 1);

8k mo,9Tw, kh 2 
 � ; jF k
c � F k

� j � h� f (N cc + 1):
� �JqQÁAÂ 


�

��L^¿•&9$’(+ '��$'*27x7

•

7

•

(+ J&9Lu89�0N?N?"JMbÅ4 '&9�! •*,�089&3�1Lu7>5�"

¾

"D•E897>*u�hwx$#"%5'L2&97>5 q

-/.�� .�
 � <2= LK8OM)>B@ <2C <�
 :�476 8O:�<2=?>B@(:�>BA9L7M
<ONKPB6Q= 8DCJE :
4J6 A�<DHJLKPB6�E

L7M
<DN7PB6Q=

È 5€(+ J&9LtL,H';'L2�1�G(+&97%5 MZÅF�u"%L2L,H'NO�F(, #"<(t(+ '�F$#"%*2(,&3(,&97>5-&9LtI'�0z'5'�1I„"%�0�17>*2I'&95J†Š(+7 �k�0z#5J&3(+&37>5

�Jq �xq �xq

¾

7ŽL,&3N?$J89&

•

•Ž(+ J��5'7<(!"<(,&97>5 "%5'I L,&35'�1�’(+ '�0*,�•&9L„5'7_"%N|;'&3†>H'&)( •>MJÅF��IJ�15'7%(,�6;s• I c
&35'L2(,�D"%I•7

•

I c(
 M ) (, '��&95Jz'N|H'N � �Jq¢À�À�
Gq

�

�f5'7�Å �0L2(+&3Nf"ˆ(+�f J7�Å (+ J���17>HJ$'89�0I‘$'*,7>;J89�1N � �xqŸÀ�À�
v"%$'$J*,7Dwx&9N?"<(+�0L€(+ '��"<(+7>NO&9L‰(+&3�

$'*27>;'83�1N � �Jq �$
Gq�'#7>*‡(, '&9Lu$'HJ*,$�7>L,�<MKÅ��-5'�1�0I•(, '�

•

7>89837�Å4&95'†|7%$=�0*+"<(,7>*,LœÆ

 

"!����
	����!�����

T

�

	��

U#W ^1y#WGg2R%T ^ˆg � c : v� 2 X � (a) 7! � cv� 2 X c(a; 
 M ) Y9m…T U#W

YVb#T WGgŽy#^ˆ])R%TZY\^ˆb�.,^ˆb�. 
 M
^1y#WGg,R%T ^ˆgv`EW �pbŒW,`Y)1l

8x 2 
 M ; (� cv� )(x) = vr (x); R%b�` 8ih 2 
 � ; (� cv� ) i = vi
� ;

�{U#WGg+W vr
Y9m�TVU#Wuy�Y\W![!W��yY9mAWC]aYVbŒW,R%g�YVb#T WGg4y#^ˆ])R%T W|^…s v�

0�R%T�y#^ˆYVb#TVm ih 0 YVb 
 M
,

�

U#W ^1y#WGg2R%T ^ˆg � � : vc 2 X c(a; 
 M ) 7! � � vc 2 X � (a) Y9m?T U#W WT2ˆR%]adJR%TZY\^ˆb�^1y#WGg2R%T ^ˆg

`EW �pbŒW,` )1l

8ih 2 
 M ; (� � vc) i = vc(ih ); R%b�` 8ih 2 
 � ; (� � vc) i = vi
c:

” 	�”



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

¾

7��1L‰(+&3Nf"<(,�-(, '�€IJ&9L2(+"%5'�0�€;��0(4ÅF�1�15
(, '�€*2�1L,$��1�G(+&)@>�/NO&95'&3N?&3•1�1*2L u�
"%5'I uc

7

•

$J*,7>;'83�1NOL

� �Jq �$
-"%5JI�� �xqŸÀ�À�
GM�Å��cÅ4&9838p"%*,†>HJ�?7>5Ž(+ '�O;#"%L2&9Lv7

•

� �Jq ��� 
-"<5'I�� �Jq �$�&
GM (, #"<(v$'*,7A@E&9I'�O�Gw(�

$'*2�1L2L,&97%5'LŠ7

•

u�
"%5JI uc

"%L

•

H'5'�G(+&97%5'Lu7

•

(+ '�

‚

"%†>*,"%5'†>�CN|HJ83(+&3$'89&3�1*2L � �
"%5'I � c

q

� 
B� �*�������

T

�

T

ikb?R%]aT WGghb�R%TZY
2%WFXfWGTVU#^1`kT ^�WT2ˆR%]adJR%T W u� � uc
Y9mO)!RˆmAW,`-^ˆbOTVU#W4^A)GmAWGg�2ˆR%TZY\^ˆb

TVUJR%TpX/YVb#YVX/Y��1YVbBv E �
^H2%WGg X � (a) Y9m-W^]1dxY
2ˆR%]9WGb#TyT ^/X/YVb#YVX/Y��1YVbBv Ec

^H2%WGgCR �pb#YVT WvWG]9WGXfWGb#T

m4yJRE[!W X h
c (a; 
 M ) � X c(a; 
 M ) ^…sfXfW!m!U_mGY��ˆW h 0 �{U#WGg+W TVU#Wd)G^1`%l�sD^ˆg+[!W YVb#T Wwv%g2R%]�T WGgGX

Y9m-bŒ^�� [!^ˆXLy�dET W,`Y)1l�Rfb#dEXfWGghY\[,R%] YVb#T Wwv%g2R%T Y\^ˆb�sD^ˆghX/dx])R 
 b�R%XfWG]al�0FRcD4Y\WGXOR%b#b•mGdxX �A,�I ^

mGT\R%b�`sR%g2`„g+W!mGdE]aT mv^…sMe�CpQ�TVU#W!^ˆghlf[,R%b )GW�RTy"y�]aY\W,`/YVbS^ˆg2`EWGgkT ^f^A)1T\R%YVb R%b H 1 W!mGTZYVXOR%T Wv^ˆb

u� � uc
,�`€WGgGY
2ˆR%T YVbBv L1 W!mGT YVXOR%T W!mPshg+^ˆX mGdj[!U R%b…R%g’v%dxXfWGb#TFY9m€Xf^ˆg+W€TZghY\[ �ˆl 
ZmAW!W �…:A@±=>0

:
	®N�0�:oR!?H0H:oRmN�� ��0FR%b�`?TVUEY9mvY9m�TVU#W€g+W,RˆmA^ˆb �{UEl ��Wuy�g+W_sDWGgeU#WGg!W€ROmAWG] s�.,[!^ˆb#T\R%YVbŒW,`fR%g’v%dEXfWGb#T

TVUJR%T ��WOy�g+W!mAWGb#T YVb TVU#Wuy�g!^A^…sv^…s

�

U#W!^ˆg!WGX NA,/@B,
:",

'#7>*4"%5s• u 2 X c
M®Å��-I'�0z'5'�

kukL 1 (X c ) = max
�

kukL 1 (
 M ) ; max
i;ih 2 
 �

jui j
�

; � �JqQÁ®À�


jujW 1;1 (X c ) = max
�

ku0kL 1 (
 M ) ; max
i 2 J �

�
�
�
�
ui +1 � ui

h

�
�
�
�

�
; � �JqQÁ&�&


"%5JI

•

7>*4"<5•• u 2 X �
MKÅ���I'�Gz#5'�

kukL 1 (X � ) = max
i 2 [0;N ]

jui j "%5JI jujW 1;1 (X � ) = max
i 2 [0;N � 1]

�
�
�
�
ui +1 � ui

h

�
�
�
�:

� �JqQÁAÁ 


�

B� � � ���

T

�

	 �

WvRˆm!mGdEXfW�T UJR%T 
XNA,
:oR �?R%b�` 
XNA,
:

n

�„R%g!WCm1R%T Y9m �‡W,`H0FR%b�`?TVUJR%T

a > a�
M ; � �JqQÁ<o(


�{U#WGg+W a�
M

Y9mC`EW �pbŒW,`V)1l 
XNA,/@-p �A,

�

WkRˆm!mGdxXfWŠTVUJR%T{TVU#W�yJR%ghT YVTZY\^ˆb 
 = 
 M [ 
 �
Y9me`EW �pbŒW,`

RE[![!^ˆg2`%YVbBv?T ^V`|W �pb#YVT Y\^ˆb NA,/@B,/@LsD^ˆgkmA^ˆXfW � f > 0 ,

�

U#WGb TVU#WGg+W…WXW>Y9mGTVm h0 � 1 
 �{UEY\[!U `EW4y#WGb�`ˆm_^ˆb � f
� mGdj[!U�T UJR%T
0usD^ˆgŽR%]V] h � h0

0

y�g+^A)1]9WGX€m 
XNA,/@ �?R%b�` 
XNA,
:":��|UJRA2%WvRfdEb#Y�]1djW-X/YVb#YVX/Y��ˆWGg>,

�
������� �

�

&3(, � �Jq �$� 
hM/� �xqQÁ�Â&
€"%5'I � �xqQÁ%o 
GMJÅF�’L,�1�’(+ '"<(DM

•

7%* h L,N?"%838F�05'7>H'†> ŒM�Å��’ #"D@>�

a > a�
�

"%5'I a > a�
c

M�Å4 '�0*,� a�
�

"%5JI a�
c

"<*,�„I'�0z'5'�1I ;s• � �Jq �BÀ�
e"%5'I � �Jq �&�&
hqQ*x7

‚

�0N?N?"

�Jq �xq¢ÀC�D"%5’;���"%$'$'83&9�0I Mx&)(uL, J7�Å4Lu(, #"<(u$'*27>;'83�1NOL � �Jq �&
�"<5'I � �Jq¢À�À�
F"%*,�LÅF�1838 $�7>L,�0I q �

�

��
b�<��
®� ���

T

�

”��

WfRˆm!mGdEXfWOT UJR%T�
XNA,
:oR ��0 
XNA,
:

n

��R%b�`�
XNA, 	“R �6R%g+W„m1R%TZY9m �‡W,`H0ŠR%b�`6TVUJR%T

TVU#WPyJR%ghT YVTZY\^ˆb 
 = 
 M [ 
 �
Y9mC`EW �pbŒW,`?RE[![!^ˆg2`%YVbBv|T ^;`|W �pb#YVT Y\^ˆb�NA,/@B,/@$sD^ˆg‹mA^ˆXfW � f > 0 ,

#

WGT � c
R%b�` � �

)GW-TVU#W/^1y#WGg2R%T ^ˆg+mv`EW �pbŒW,`?YVbd`|W �pb#YVTZY\^ˆb NA,/@B, 	b,

�

U#WGb�T U#WGg+W•WXW>Y9mGT h0 � 1 
 �{UEY\[!U `EW4y#WGb�`ˆm’^ˆb � f
�SR%b�`_[!^ˆbJmGT\R%b#T m C1

R%b�` Ci (� f ) 0

i = 2; : : : ; 50 mGd#[!U TVUJR%T_0�sD^ˆg/R%]V] h � h0
0‡TVU#W/X/YVb#YVX/Y��ˆWGg+m u�

^…s 
XNA,/@ ��R%b�` uc
^…s 
XNA,
:":��

m1R%T Y9m_shl

jucjW 1;1 (X c ) � C1
R%b�` ju� jW 1;1 (X � ) � C1; � �JqQÁ�Ã&


” 	UT



� ���#���

T

���

�,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D

W

R%b�` R%g+WvR%T�R `%Y9mGT R%bŒ[!W€^…s|^ˆg,`EWGg h shg+^ˆX ^ˆbŒW€R%bŒ^ˆTVU#WGgCYVb TVU#WCmAWGbJmAW�T UJR%T

j(� � uc) � u� jW 1;1 (X � ) � C2(� f )h� f ; � �JqQÁ$� 


juc � (� cu� )jW 1;1 (X c ) � C2(� f )h� f ; � �JqQÁ&�&


k(� � uc) � u� kL 1 (X � ) � C3(� f )h� f ; � �JqQÁ$� 


kuc � (� cu� )kL 1 (X c ) � C4(� f )h� f ; � �JqQÁ$� 


�{UEYV]9W�TVU#W/WGbŒWGg’v%l?YVb �pXORfR%] mA^?`%Y �eWGg€^…svR%b_^ˆg2`EWGg h �

jI c � I � j � C5(� f )h� f : � �Jq o�Â 


�

U#W’[!^ˆbJmGT\R%b#T C1
`E^AW!m?bŒ^ˆT�`EW4y#WGb�`Ž^ˆb � f

0 �{U#WGg+W,Rˆm?T U#W[shdEbŒ[GTZY\^ˆbJm � f 7! Ci (� f ) 0 i =
2; : : : ; 50FR%g+W•)G^ˆdEb�`EW,`’^ˆbSR%b#l [!^ˆXLyJRE[GTŽ,

� 
B� �*�������

T

�

	 �

U#WPy�g!^A^…skl<Y\WG])`ˆmCT U#WasD^ˆ]V]9^��yYVbBvfWXW>y�]aY\[GYVT�WXW>y�g+W!m!mGY\^ˆbJm�sD^ˆgeTVU#W|[!^ˆbJmGT\R%b#T m

Ci
0 i = 1; : : : ; 5 �

C1 =
L
4�

kf kL 1 (
) + 4
a
L

; C2(� f ) =
2 + N cc

�

�
1 +

� K (� f )
�

�
; � �Jq o-À�


C3(� f ) = L C2(� f ); C4(� f ) = C2(� f ) h + C3(� f ); � �Jq o �&


C5(� f ) = 2a + L
�
� C2(� f )(C1 + 1) + C3(� f )kf kL 1 (
)

�
; � �Jq o�Á 


�{U#WGg+W � K (� f ) = maxK W 00(W 0(�)) ,��-WGg!W10 K Y9mŠT U#W�[G]9^AmAW,`|YVb#T WGg�2ˆR%] ^…sC[!WGb#T WGgœp|R%b�`?^…s

g2Rs`%YVdsm h0� f (1 + N cc) + � (C1 + 1) ,

�

B� �*�������

T

�

%

Fhb	2AY\W���^…suD‹WGXOR%g �VNA,/@B,/@A0KTVU#WeR%T ^ˆX/Y9mGT Y\[ay�g+^A)1]9WGX [,R%bd)GW‹g+WGYVb#T WGgŽy�g+WGT W,`

Rˆm?R
[!^ˆb#TZYVb#dEdxXhy�g!^A)1]9WGX y#^AmAW,`
^ˆb�R �pb#YVT W�WG]9WGXfWGb#T�m4yJRE[!W?^…s/XfW!m!U6mGY��ˆW h ,

�

U#WGg!W_sD^ˆg+W

TVU#W�[!^ˆb�2%WGg’vEWGbŒ[!W„^…s?^ˆg2`EWGg h sD^ˆg€T U#W�� �pg!mGT‹`EWGghY
2ˆR%T Y
2%W��v^…s uc � u�
Y9m€m!UJR%gŽy 
ZmAW!W 
XNA, 	®N �

R%b�` 
XNA, 	�= � �A,���mGYVbBv„R%b6R%gwv%dEXfWGb#T�P-8:" 'kH';'&35��

r

&3(,L,�! '��0pR%b�`„Rˆm!mGdEX/YVbBvORs`s`%YVT Y\^ˆb�R%]V]al€TVUJR%T

W 2 C3(R) R%b�` f 2 H 2(
 M ) 0p^ˆbŒW�[,R%b’YVXLy�g!^H2%W 
XNA, 	"< �|R%b�` 
XNA, 	

n

�|R%b�`vm!U#^��‘T UJR%T
0®sD^ˆg

h mGXOR%]V]tWGbŒ^ˆdAvˆU"0

k(� � uc) � u� kL 1 (X � ) + kuc � � cu� kL 1 (X c ) � Ch2

sD^ˆgemA^ˆXfW|[!^ˆbJmGT\R%b#T C TVUJR%Tu`E^AW!m�bŒ^ˆT�`EW4y#WGb�` ^ˆb h ,

�
�����������

�

� 
b�,��
B� ���

T

�

”

�

*x&95J�1� u�
&9L "<5/&95'�0*,�D"<L,&95J†eI'&9L2�1*2�0(+�

•

HJ5'�0(,&97>5 Mn(+ J�‡;=7%H'5'I#"%*‰•

�07>5'I'&)(+&97%5'Le&9NO$'8)••(, #"<( 0 � ui
� � a q

�

&)(+ 
(+ J�

�

HJ89�1*B�

‚

"%†>*,"%5'†>�v�
�

H#"<(,&97>5JL"� �Jq ��Ã&
hM 7>5'�

�1"%5�L2 '7�Å (+ '"<(

8i 2 f 1; : : : ; N � 1g;

�
�
�
�
ui � 1

� � 2ui
� + ui +1

�

h2

�
�
�
� �

1
�

kf kL 1 (
) :

” 	
	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

%�7>8389�0�0(+&35'†|(+ J&9Lu;�7>H'5'IGÅ4&3(, ’(, '��;=7%H'5'I•7>5 u�
M#7>5J�-7%;J(!"%&35'L

8i 2 f 0; : : : ; N � 1g;

�
�
�
�
ui +1

� � ui
�

h

�
�
�
� � C1;

Å4 '�0*,� C1
&9L I'�0z#5J�1I ;s•5� �Jq oKÀ�
Gq

�

&)(+ ?(, '�kL,"%NO�k"%*2†>H'NO�15s(+L0MBÅF�e7>;x(!"%&35f"-L,&9NO&989"%*y;�7>H'5'I

7>5 uc
M}L27 �1L‰(+&9N?"<(,� � �JqQÁ�Ã&
�&3Lv$J*,7A@>�0I q

�

&3(, �� �Jq ��� 
 � *,�0L,$��1�0(,&3@%�183• � �Jq �$�&
 
hM�ÅF��L2�1�f(, #"<(

� �JqQÁ�Ã&
�&9NO$'89&3�1L

8i 2 f 0; : : : ; N � 1g;
�
� � � � F i

�

�
� � max

[0;C1 ]
jW 0j � � (C1 + 1); � �Jq o>o(


"%5JI?"ŠL,&9NO&989"%*K;=7%H'5'I/7>5 � c � F i
c

�

•

7>* i 2 N�

{"%5JI � c � Fc(x) �

•

7>* x 2 
 M

}*,�0L,$��1�G(+&3@%�18)•>q

�

&)(+ � �JqŠÁ�Â 
hM-ÅF�v&35

•

�1*

•

*27>N (, '���1L2(,&9N?"<(+�C7%5 � c � Fc
(+ #"<(

8i 2 f 0; : : : ; N � 1g;
�
� � c � F i

�

�
� � � (C1 + 1) + h� f (N cc + 1) : � �Jq obÃ&


‚

�0(‹H'L4I'�Gz#5'��(+ '�

•

H'5J�0(+&37>5'L

p� (� ) = h
N � 1X

i =0

(W 0)� 1
�
� � F i

�

�
;

pc(� ) =
Z


 M

(W 0)� 1 (� � Fc(x)) dx + h
X

i 2 J �

(W 0)� 1
�
� � F i

c

�
:

È 5’@E&9�>Å 7

•

� �Jq �$� 
‡"%5JI � �Jq �$�&
GM-ÅF�� #"D@>� a = p� (� � ) = pc(� c)
M'L,7

pc(� c) � p� (� c) = p� (� � ) � p� (� c):
� �Jq o&� 


�

L,&95J†O(, '&9Lu�
�

H'"%89&)( •>M-ÅF��5'7�Å �1L‰(+&9N?"<(,� j� c � � � j q

�

&3(, "� �Jq¢À�� 
hM>ÅF� �1"%5�L,�0� (+ #"<( 0 < ((W 0)� 1)0(x) � 1=�
•

7>*�"%5s• x 2 R q“'#H'*2(, '�1*2N?7%*,�%M

ÅF��L,�1�C(, #"<(DM

•

7>*u"%5s•f�17>NO$#"%�G( K � R MJ(, '�1*2�C�Gwx&9L‰(+L � K > 0 L,HJ�! •(, #"<(DM

•

7>*u"%5s• x 2 K M

((W 0)� 1)0(x) > 1=� K
qK'j7%*4"%5s• � 2 R M

pc(� ) � p� (� ) =
Z


 M

(W 0)� 1(� � Fc(x)) dx � h
JX

j =1

bj � 1X

i = aj

(W 0)� 1 (� � Fc(ih ))

+ h
JX

j =1

bj � 1X

i = aj

�
(W 0)� 1 (� � Fc(ih )) � (W 0)� 1(� � F i

� )
�

+ h
X

i 2 J �

�
(W 0)� 1(� � F i

c) � (W 0)� 1(� � F i
� )

�
:

� �Jq o �&


�

��;=7>HJ5'I•(, '�Cz#*,L‰(4(+�1*2N ÆKÅ4&3(, � �Jq �$� 
hM'7>5'�C�1"%5�L2 '7�Å (+ '"<(

�
�
�
�
�
�

Z


 M

(W 0)� 1(� � Fc(x)) dx � h
JX

j =1

bj � 1X

i = aj

(W 0)� 1 (� � Fc(ih ))

�
�
�
�
�
�

� h� f
L
�

:

” 	&%



� ���#���

T

���

�,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D

W

'#7>*‡(, '�C(+ '&3*,I’89&35'�e7

•

� �Jq o(�&
hM-ÅF�v7>;x(!"%&35 M®Å4&)(+ � �JqŠÁ�Â 
hM

�
�
�
�
�
�
h

X

i 2 J �

�
(W 0)� 1(� � F i

c) � (W 0)� 1(� � F i
� )

�
�
�
�
�
�
�

�
h
�

X

i 2 J �

�
�F i

c � F i
�

�
�

� j
 � j
h� f

�
(1 + N cc);

"%5JI�"CL,&3N?&38:"%*}�1L2(,&9N?"<(+�u J7>89I'L

•

7>*y(, '�4L,�1�07>5'I?89&95J�u7

•

� �Jq o �&
Gq(*E7&ÅF�Š '"A@%�%M

•

7>*p"%5s• � 2 R M

jpc(� ) � p� (� )j � h� f
L
�

(2 + N cc):
� �Jq o&� 


�

5’(+ '��7%(, '�1*4 #"%5JI M

p� (� � ) � p� (� c) = h
N � 1X

i =0

�
(W 0)� 1

�
� � � F i

�

�
� (W 0)� 1

�
� c � F i

�

��
:

¾

 '�

•

H'5J�0(+&37>5 (W 0)� 1 &9L &35'�1*2�D"%L2&95'†JM1L,7‹"%838<(, '� (+�0*,NOL (W 0)� 1
�
� � � F i

�

�
� (W 0)� 1

�
� c � F i

�

�

 #"D@%�|(+ '�|L,"%NO�€L,&3†>5 q±È 5 @E&9�TÅ 7

•

� �Jq o>o(
‹"%5'I � �Jq obÃ&
GM�ÅF�/L,�0�€(+ #"ˆ( � � � F i
�

"%5JI � c � F i
�

;��1837>5'†€(,7v(+ J�e�1837>L,�0I�&95s(+�0*2@<"%8 K 7

•

�0�15s(+�0*uÂ|"%5'If7

•

*+"%IJ&9H'L � (C1 + 1) + h0� f (1 + N cc)
q

*x7„(+ J�1*,���hwJ&3L2(,L � K
M-Å4 '&9�! �I'7E�1L45'7%(4I'�0$=�05'I67%5 h M#L2H'�! �(, #"<(

jp� (� � ) � p� (� c)j �
L

� K
j� � � � cj : � �Jq o&� 


%�7>8389�0�0(+&35'†�� �xq o �&
GMQ� �Jq o&� 
‡"%5'I � �xq o �&
GM-ÅF�-z'5#"%898)•f7%;J(!"%&35

j� � � � cj � C0h� f ; � �Jq‹ÃZÂ 


Å4 '�0*,� C0 = � K (2 + N cc)=� q

�

��5'7�Å $J*,7A@>� � �JqŠÁ&� 
hq

�

&3(, � �Jq �$� 
�"<5'I � �Jq �&�&
GM®Å��� #"D@>�

8i 2 N� ;

�
�
�
�
ui +1

� � ui
�

h
�

ui +1
c � ui

c

h

�
�
�
� �

1
�

�
� � � � � F i

�

�
�

�
� c � F i

c

� �
�

�
h� f

�
(C0 + N cc + 1) ; � �JqQÃ®À�


Å4 '�0*,�<M�&95 (+ '��8:"%L‰(O89&95J�%M�ÅF�  #"D@>��Nf"%IJ��H'L2� 7

•

� �JqŠÁ�Â 
/"%5'I � �JqQÃAÂ 
Gq

�

&)(+ 9� �Jq �$� 
„"%5'I

� �Jq �$�&
GM-ÅF�v"%89L27O '"A@%�%M

•

7>*4"<898 i =2 N�
M

�
�
�
�
ui +1

� � ui
�

h
�

(� � uc) i +1 � (� � uc) i

h

�
�
�
� =

�
�
�
�
ui +1

� � ui
�

h
� u0

c(ih + 
 h)

�
�
�
�

�

�
�
�
�
ui +1

� � ui
�

h
� u0

c(ih )

�
�
�
� + hku00

ckL 1 (
 M )

�
1
�

�
� � � � � F i

�

�
� (� c � Fc(ih ))

�
� + h

� f

�

�
h� f

�
(C0 + N cc + 2) ; � �JqQÃ&�&


” 	FK



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

Å4 '�0*,�<M &95…(, '��z#*2L2(/83&95'�<M 
 2 (0; 1) "%5JI Å4 '�1*2� Å��’"%L2L,H'NO�1I�"ˆ(|(+ '�fL,�1�07>5'I�89&35'�„(+ #"<(

ih 2 
 M
� (, '�‡�1"%L,� ih + h 2 
 M

�D"<5/;=� (+*,�1"<(+�0I/89&Ÿ¿%�>Å4&3L,� 
GqA%�7>8983�1�0(,&95'† � �xq‹Ã®À�
t"%5JI � �JqQÃ&�&
hM

ÅF�v7%;J(!"%&35 � �xqQÁ&�&
Gq

¾

 '��$'*27x7

•

7

•

� �JqŠÁ �&


•

7>83897�Å4L�(, '�CL+"%NO�C$#"<(2(+�0*,5 q

¾

 '�C�0L2(,&9N?"<(+�"� �JqQÁ$� 


&3L 7>;J(+"%&95'�0I|;s•|I'&3L,�0*,�0(,�uL,H'NON?"<(+&37>5'Lt7

•

� �JqŠÁ&� 
hq

�

�u5'7�Å $'*,7A@%� � �JqŠÁ&� 
hq

�

�u"%89*2�D"%Ix•v '"A@%�%M

Å4&)(+ � �JqŠÁ&� 
hM

8i L0q (1q ih 2 
 � ;
�
�ui

c � ui
�

�
� � C3h� f : � �Jq‹ÃZÁ 


‚

�0(4HJLu5'7�Å �07>5'L,&3I'�1* x 2 
 M
M#"<5'I 89�G( i L,HJ�! •(, #"<( ih � x < ih + h q

�

�e"%†s"%&35 "%L,L2H'NO�

(, #"<( ih 2 
 M
Mj"%5'IGÅ��� #"D@%�

juc(x) � (� cu� )(x)j �
�
�uc(ih ) � ui

�

�
� +

�
�uc(x) � uc(ih ) + ui

� � (� cu� )(x)
�
� :

¾

 '��z#*2L2(4(+�0*,N &3Lu;=7>HJ5'I'�1I•;s• C3h� f
Å4&3(, � �JqŠÁ&� 
hq�'#7>*‡(+ '��L2�1�17%5'I�(,�1*,N•M-ÅF�� #"D@>�

�
�uc(x) � uc(ih ) + ui

� � (� cu� )(x)
�
� �

Z x

ih
ju0

c(y) � (� cu� )0(y)j dy

"%5JI (+ J�•�0L2(,&9N?"<(+� � �JqQÁ&�&
|"%89837�Å4L/7>5'�’(+7S;=7%H'5'I�(+ '�•*,&3†> s(„ #"%5'I L,&3I'�’7

•

(, '�’$'*,�G@x&37>H'L

&35'�
�

H#"%83&3( •%q

¾

 '�S�15J�1*,†<• �1L‰(+&9N?"<(,� � �Jq o"Â 
O&9L 7>;J(+"%&95J�1I

•

*,7%N �1L‰(+&3Nf"<(,�1L � �JqŠÁ"Ã&
GMK� �JqŠÁ&� 
hM

� �JqQÁ&�&
GMQ� �JqŠÁ&� 
‡"%5'I � �xqQÁ&�&
F;s•’L,&9NO&989"%*F"%*,†>HJN?�05•(,L1q �

�

B� �*�������

T

�

K

FhT|Y9m R%] mA^	y#^Am!mGY�)1]9W�T ^Gy�g+^H2%W�
XNA,QRmp �…`%YVg!W![GT ]al�0��yYVTVUf2ˆR%gGY R%T Y\^ˆb�R%]‹R%g’v%d®.

XfWGb#TVm10 �yYVT U#^ˆdET g!W!mA^ˆghT YVbBv?T ^ W!mGTZYVXOR%T W!m/^ˆb uc � u�
,

²8³�� 
������ �$¶G¶$�+¸Jº�����¹;¶�� � ¼�� � �

È 5•(, '&9LuL2�1�G(+&97%5 M'(+ '��&35•(,�1*,"%�0(,&97>5 $�7%(+�05s(+&:"<8 &9L‡(, '�

‚

�05'5#"%*2I����%7%5'�1L4$�7%(+�05•(,&:"%8

WLJ (r ) =
1

r 12
�

2
r 6

; � �Jq‹Ãˆo(


Å4 '&3�! "<(2(!"%&35'L‡&)(+LuNO&95'&3N|H'N "<(&À}Æ WLJ (1) = inf WLJ = � 1:
‚

�0( W ��
LJ

;=�|(, '�/�17%5•@%�GwS�05s@>�1837>$Ž7

•

WLJ
�_Å4 J&9�! S&9LC"<89L,7f&3(+L

�
H'"%L,&3�17>5s@>�hwŽ�15s@>�0897>$ 
GM

"%5JI�83�0(4H'L4L,�G(

r c =
�

13
7

� 1=6

� 1:11; � �JqQÃ�Ã&


L2H'�! ‘(+ #"<( WLJ
&9Lv�17>5s@>�hw 7%5…(+ '�?&95s(+�0*2@<"%8 (0; r c)

"%5'I �07>5'�D"D@%��7>5 (r c; + 1 ) q

�

��"%83L,7

I'�Gz#5'��(+ '�

•

H'5J�0(+&37>5'L

 : (�1 ; W 0
LJ (r c)) ! (0; r c)

L,H'�! •(+ #"ˆ(  � W 0
LJ = È I ; � �JqQÃ$� 


' : (0; W 0
LJ (r c)) ! (r c; + 1 ) L2H'�! �(, #"<( ' � W 0

LJ = È I : � �JqQÃ&�&


'#7>* x � 0 M�Å��YÅ4&3898p"%83L,7�Nf"A¿<�?HJL,��7

•

(+ '�?5'7%(!"ˆ(+&97%5 (W 0
LJ )� 1 (x) =  (x) M}"%Lv(, '�1*2�f&9L

&35 L,H'�! S�1"%L,�|5J7’"%N|;'&3†>H'&3( •%q

�

�€I'�15'7<(+�|;s• H (t) (+ '�VÄ‹�D"D@E&9L2&9I'�

•

H'5'�0(,&97>5 � H (t) = 0 &

•

t < 0 M H (t) = 1 7<(+ '�0*XÅ4&9L2��
hq

” 	

�



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

W ��
LJ

WLJ

�À

�

À

Â

�1À

"$#&%�'

�Jq � %��

�5�	�F�!������*���

�H���5����� �����!�����1�� �� ���� 	���- 	�	�5���:���5�-�	���:������GH��� �!��GH�! ������ �5�����5���  	�	�5���E@

�

�-H'L2�v(+ J�

‚

�15J5#"%*,I ���%7>5'�0Lk$�7%(+�05s(+&:"<8K"%Lk"O$'*,7<(+7%( •E$��

•

7>*‹"O5'7>5'�07>5s@>�Gw6&95s(,�1*+"<�0(+&37>5

$�7%(+�05s(+&:"<8\q

�

5J� &9NO$=7%*2(!"<5•(

•

�D"ˆ(+H'*2�
"%89837�Å4&95'†

•

7>*?(, '�
"%$J$=�1"%*+"%5J�1� 7

•�•

*,"%�0(,H'*,� &3L?(, #"<(

lim
r !1

WLJ (r )=r = 0 q

È 5 *E�1�0(,&97>5 �JqŠÁJq¢À>MJÅF�’L2(+HJIJ•‘(+ '�’�07>5s(+&95•H'HJN N?�0�! #"%5'&3�1L„$'*27>;'89�0N � �Jq �&
GMy"%5JI L2 '7�Å

(, #"<(k"

•

*,"%�0(,H'*,� �Z" �k&3*+"%��N?"%L,L4&95’(+ J�-IJ�1*,&)@<"<(+&)@>��7

•

(, '�-I'�

•

7>*2Nf"ˆ(+&97%5 
�"%$'$��D"<*,L

•

7>*‹"%5s•

�hwx(,�15'L2&97>5'"%8Œ837s"%I q

¾

 '�k"<(+7>NO&9L‰(+&3�‹NO7EI'�18�� �xq �&
y�Gwx '&3;'&3(,LF(, '�kL,"%N?�Š;=�0 #"D@E&97>*7� L2�1� *x�0�0(,&97>5

�JqŠÁJq �&
Gq�È 5 *x�0�0(,&97>5 �xqQÁJqŠÁJM�ÅF��L2(,H'IJ•…(, '�f�07>H'$'83�1I $J*,7>;'83�1N � �xqŸÀ�À�
œÅ4 '�0*,�f(, '�f�05'�1*2†%•_&9L

I'�Gz#5'�0I‘;•• � �Jq¢À�Â 
Gq�È 5 *x�1�G(+&97%5 �JqŠÁJq o'M�Å��OL2(,H'IJ•S(+ J�fNO7xI'&)z#�1IS�07>H'$'83�1I…$J*,7>;'83�1N � �JqŸÀ“Á 


Å4&)(+ …(, '���15J�1*,†<• � �xqŸÀ��$
Gq

�

�?(+ '�05‘$'*,7>$�7>L2� "�Å�"A•Ž(+76;'H'&983I_(, '� "<(,7>N?&3L2(,&9��� �17>5s(,&95•H'H'N

$#"<*2(+&)(+&37>5 � L,�0� �k�0z'5'&3(,&97>5 �xqQÁJq¢Àk;��1837�ÅJ
 L,HJ�! �(+ #"<(F(+ '�kL,7>83HJ(+&37>5?7

•

(+ '�ŠN?7EI'&3z'�1If�07>H'$'83�1I

$'*27>;'83�1N�"%$J$'*,7s"<�! '�1LC(+ J�OL27>89Hx(+&97%5
7

•

(, '�„"<(+7%N?&3L2(+&3�|$'*27>;'89�0N�q

¾

7•;'H'&389I (, '�„$#"%*2(,&3(,&97>5 M

ÅF� Å4&9838 N?"A¿<��H'L,�f7

•

"6$'*,�089&3N?&35#"%*2• L2(+�0$ Æ}(, '��I'�G(+�1*2N?&35#"<(,&97>5Ž7

•

(+ J��L,7>83HJ(+&37>5…7

•

(+ '�

�07>5s(+&95•H'HJN $'*27>;'89�0N�Mˆ"Š(+"%L^¿+Å4 '&3�! /&9L "<L,L,HJN?�0I|(+7e;��‡89&)(,(,89�pI'�1N?"%5'IJ&95'†Š�17>NO$'HJ(+"<(+&37>5#"%8383•

&35��17>NO$#"%*2&9L27>5 Å4&)(+ (+ '� *2�1L27>89HJ(,&97>5 7

•

"Ž$'*,7>;J89�1N Å4&)(+ �"_I'&9L2�1*,�G(+���17>NO$=7%5'�15s(Dq

¾

 '�

L2&3(+H'"<(+&37>5f&3L (, EHJL‡I'& �=�1*2�15s(

•

*27>N (+ J�e�17>5s@%�Gw �1"%L,�Š&95cÅ4 '&9�! ÅF�e7>5'8)•„H'L,�Š(+ '�Š†>&3@%�15�;�7xIx•

•

7>*2�1�0L f M "%5JI 5'7<(O(, '�•L,7>83HJ(+&37>5�7

•

(, '�’�17>5s(,&95•H'H'N $'*27>;'83�1N•M (+7ŽI'�0z#5J�•(, '��$'"%*2(,&3(+&37>5

� *,�1�1"%898

�

�0Nf"%*X¿ �Jq �xq¢À�
Gq

#��

•

7%*,�’�15s(+�0*,&35'†Ž(, '�’I'�0(+"%&983L1M 83�0(„H'L„$�7>&95s(„7>Hx(O(, #"<(„(+ J��"<5#"%83•EL2&9L/;��1897�Å &9L/ '&3†> '83•

I'�0$=�05'I'�05•(47%5f(+ '�Š7>5'��� I'&3N?�05'L,&37>5#"%8#L2�0(,(,&95'†&Å��k�! '7>L,�k '�1*2�%q®ÄŠ7�Å��G@>�0*1MJ(, '�

•

"%�G(�(, #"<( (+ '�

NO7>L2(e5#"<(+HJ*+"%8�Å‡"D• (,7 �17>H'$J89�€(, '�„"<(+7%N?&3L2(+&3�€"<5'I (+ '�/�07>5s(+&35EHJH'N NO7xIJ�189LŠ�1*2�D"<(,�1L�L,7>NO�

I'&)“O�1H'8)(+&9�0L � L,�1� *x�1�G(+&97%5 �JqŠÁJqQÁ&
p&3L�NO7>*,�Š†>�15'�0*+"%8ZME"%5'I�7E�1�0H'*,Lu"<89L,7€&95f J&9†> '�0*�I'&3N?�05'L,&37>5'L0q

�

B� �*�������

	

�

”��

b
TVU#W/^ˆTVU#WGgCUJR%b�`H0 T U#W-g+W!mGdE]aT m/^…s�TVUEY9mCmAW![GT Y\^ˆbS`E^ObŒ^ˆT‡`EW4y#WGb�`�^ˆb
T U#W

yJR%ghT Y\[Gdx])R%g�[!U#^ˆY\[!W�^…s„TVU#W�WXW>y#^ˆbŒWGb#TVm„T UJR%T ��W/UJRA2%W„XORs`EW„YVb 
XNA,
?oR �A,

�

bŒW���^ˆdE])`S^A)1T R%YVb

TVU#WCm1R%XfW�g+W!mGdx]aTVm �yYVTVU•T U#Wuy#^ˆT WGb#TZY R%] W(r ) =
q
r p

�
p
r q

�yYVTVU p > q > 0 ,

” 	=•



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

-/.�
+.10 354769A�<2C2:
>BCIHJHK= LJM)<ONKPB6Q=

�

�kL2(+HJIJ• &95?(+ '&3L�L,HJ;'L,�0�0(+&37>5 (+ '�C�07>5s(+&35EHJH'N $'*27>;'83�1N � �Jq � 


•

7%*F(+ J�

‚

�05'5#"%*2I����%7%5'�1L

$�7%(+�05s(+&:"<8\M®Å4&)(+ f 2 L1(
) q

¾

 '��5#"<(+HJ*+"%8 @<"%*2&:"<(,&97>5#"<8�L2$#"%�0�v&3L

X M (a) =
�

u 2 W 1;1(
) ;
1
u0

2 L12(
) ; u0 > 0 "Jq �%q ; u(0) = 0; u(L) = a
�

; � �Jq‹Ã�� 


Å4 '&3�! Å4&3898‹$=7%L,L,&3;'83• 5'�0�1I (+7‘;��
�15'89"%*,†>�0I &95 7>*2I'�1*

•

7%*�(+ '�
�05'�1*2†%• � �Jq‹Ã$
?(+7‘ #"D@>�Ž"

NO&95'&3N?&3•1�0*1Mx"%LOÅ4&9838 ;=�CL2�1�056;��1897�Å�q

‚

�0(4HJLŠL2�0(

� M =
Z



(W 0

LJ )� 1 (inf FM � FM (x)) dx; � �JqQÃ$� 


v1(x) = (W 0
LJ )� 1 (inf FM � FM (x)) ; � �Jq ��Â 


Å4 '�0*,� FM
&9LuI'�Gz#5'�0I6;s• � �xqŸÀ�Ã$
Gq

�

�-"%89L27O*2�1�1"%898D� L,�0� � �®À�Á�� 
F(, '��I'�0z#5J&3(+&37>5’7

•

(+ '��L,�G(

SBV(
) =

(

u 2 D0(
) ; u0 = Dau +
X

i 2 J

vi � x i ; Dau 2 L1(
) ; x i 2 
 ;
X

i 2 J

jvi j < + 1

)

:

�

��5'7�Å †>&3@%�e(+ '��N?"%&95 *2�1L2H'83(47

•

(+ J�-$J*,�1L2�15s(eL2H';'L2�1�0(,&97>5 Æ

�

��
b�<��
®� ���

	

�

”��

��&95J&9NO&9•1�0*,LF7

•

(, '���17>5s(,&95•H'H'N

‚

�/N?7EI'�18 
	F_s � M � a 0 �{U#WGg+W � M
Y9m

`EW �pbŒW,` )1l 
XNA,
?

n

��0pTVU#WGb
T U#WPy�g!^A)1]9WGX

I 1
M = inf f EM (u); u 2 X M (a)g; � �Jq �-À�


�{U#WGg+W X M (a) Y9m�`EW �pbŒW,`c)1l 
XNA,
?�< �„R%b�` EM
Y9m�`EW �pbŒW,`c)1l 
XNA,
?���0tUJRˆm-R/dxb#Y�]1d#WCX/YVb#YVX/Y
.

�ˆWGg>,

F_s � M < a; T U#WGb
TVU#WOy�g+^A)1]9WGX 
XNA,�NA:��„Y9m-bŒ^ˆTFR%T T R%YVbŒW,`H0P)1dET T U#Wuy�g+^A)1]9WGX

I B V
M = inf

�
EM (u); u 2 SBV(
) ;

1
u0

2 L12(
) ; u0 > 0; u(0) = 0; u(L) = a
�

� �Jq �&�&


UJRˆm�R%Ty]9W,RˆmGTF^ˆbŒWCX/YVb#YVX/Y��ˆWGg>,=Q_^ˆg+W!^H2%WGgS0 I B V
M = I 1

M
R%b�`OTVU#WeX/YVb#YVX/Y��ˆWGg+m-^…skTVU#WPy�g+^A)1]9WGX


XNA,�NH@ �?R%g+W-TVU#WEshdxbŒ[GT Y\^ˆbJm

u(x) =
Z x

0
v1(t) dt +

X

i 2 �

~vi H (x � x i );

�{U#WGg+W v1 2 L1(
) Y9m-`EW �pbŒW,`Y)1l 
XNA,�N"p ��0 I Y9mvR%b#l�[!^ˆdxb#T\R")1]9WkmAWGT
0�R%b�` ~vi
R%b�` x i

R%g+WvR%b#l

g+W,R%]�b#dEXc)GWGg!mkmGdj[!U•TVUJR%T

X

i 2 �

~vi = a � � M
R%b�` 8i 2 I ; ~vi > 0; x i 2 arginf FM :

” 	,K



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

� 
B� �*�������

	

�

T #

WGT u 2 SBV(
) �4YVT m’`EWGgGY
2ˆR%T Y
2%Wfg!W,Rs`ˆm u0 = Dau +
P

i ~vi � x i
�yYVT U

Dau 2 L1(
) ,

�

U#W?bŒ^ˆT R%T Y\^ˆb u0 > 0 XfW,R%bJm Dau > 0 R", Wo,‹^ˆb 
 R%b�` ~vi > 0 ,

�

U#WGb

u0 > 00 ��W6R%] mA^Žd•mAW•TVU#WS[!^ˆb�2%WGb#TZY\^ˆb

1
u0

=
1

Dau
:

�

U#W’g+W,RˆmA^ˆb Y9m•TVUJR%T€TVU#W6YVb�2%WGg+mAW ^…s

R6g+Wwv%dE])R%gGY��AR%T Y\^ˆb�^…s u0 [!^ˆb�2%WGg’vEW!m„T ^•TVU#WOYVb�2%WGg!mAWf^…s Dau YVb‘TVU#W/mAWGbJmAW�^…s?`%Y9mGTZghY�)1dETZY\^ˆb!,

IjYVbŒ[!W WLJ (+ 1 ) = 00���W �yYV]V]KR%] mA^/d•mAW-TVU#W/[!^ˆb�2%WGb#T Y\^ˆb WLJ (u0) = WLJ (Dau) ,

� �������M���

�

� 
b�,��
B� ���

	

�

”

� ¾

 '�-�15'�0*,†%•��D"%5�"%89L27/;=�œÅ4*2&3(,(,�15

EM (u) =
Z



(WLJ (u0(x)) + (FM (x) � inf FM ) u0(x)) dx + a(inf FM � FM (L)) :

� �Jq �AÁ 


�

�Cz#*,L‰(‹(,*,�1"<(4(+ '���D"<L,� � M � a q±%�7%5'L,&3I'�1*u(+ J�

•

7%89897�Å4&35'†|NO&95'&3N?&3•D"<(,&97>5O$'*,7%;'89�0N Æ

I M = inf
�

E M (v); v 2 L1(
) ; v > 0 "Jq �%q ;
1
v

2 L12(
) ;
Z



v = a

�
;

Å4 '�0*,�

E M (v) =
Z



WLJ (v) + (FM � inf FM ) v:

%�83�D"%*283•>M I 1
M = I M + a(inf FM � FM (L)) "<5'I u &3Lu"|N?&35'&9NO&9•0�1*p7

•

I 1
M

&

•

"%5JI 7>5'83•f&

•

u0

&3LŠ"/NO&95'&3N?&3•1�0*F7

•

I M
q

‚

�0(‹H'L4I'�Gz#5'�

v0(x) = (W 0
LJ )� 1 (inf FM � FM (x) � � ) ; � �Jq �%o(


Å4 '�0*,� � � 0 &9Lu�! '7%L,�15�L,H'�! •(+ #"ˆ(

Z



v0 = a:

¾

 J&9L4&9Lu$�7>L,L2&9;'83�C;=�0�D"%HJL,�

Z



(W 0

LJ )� 1 (inf FM � FM (x)) dx = � M � a

"%5JI lim
� ! + 1

Z



(W 0

LJ )� 1 (inf FM � FM (x) � � ) dx = L (W 0
LJ )� 1 (�1 ) = 0:

�

�FL,�0��(+ #"ˆ(

v0(x) &3L�"u�17>5s(,&95•H'7>H'L

•

HJ5'�0(,&97>5e(, #"<(KL+"ˆ(+&9L‰z#�1L v0(x) � (W 0
LJ )� 1 (inf FM � supFM � � ) > 0:

¾

 •H'LS&3(6&9L
"�(,�1L‰(

•

H'5'�G(+&97%5

•

7>* I M : %�7%5'L,&3I'�1* 5J7�Å v 2 L1(
) L,"<(+&3L

•

•E&95J† v > 0 M

1=v 2 L12(
) "<5'I

Z



v = a:

¾

 '�

•

H'5'�0(,&97>5 v = inf f v; 1g L+"<(,&9L2z'�1L

E M (v) � E M (v): � �Jq �"Ã&


�k�Gz#5'�v5'7�Å

•

7>* � 2 [0; 1] (, '�

•

H'5'�0(,&97>5

p(� ) = E M ((1 � � )v0 + � v) :
�

�/ #"D@>�/(+ '"<( p &3Le�17>5s@%�Gw=M�;=�0�D"%HJL,�„;=7<(+ v0
"<5'I v 8)•6&35 (0; 1] Å4 '�1*2� WLJ

&9Le�07>5s@>�Gw=M

"%5JI•(, #"<( p0(0) = � �
Z



(v � v0) � 0; (+ •H'L p &9Lu5'7>5JI'�1�0*,�D"<L,&95J†'q

¾

 '�1*2�

•

7>*2�

p(0) = E M (v0) � p(1) = E M (v) � E M (v):

” 	�	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

È (

•

7>89837�Å4L4(+ '"<( v0
&3Le"?NO&95J&9NO&9•1�0*‡7

•

I M
q

�

56(+ J�€7%(, '�1*Š #"%5'I M�&

•{•

7>*ŠL27>NO� v "%Lk"%;=7A@%�%M

E M (v0) = E M (v) M#(, '�15 p(� ) N|HJL2(e;��-�17>5'L‰(!"%5s(C7%5 � 2 [0; 1] "%5JI E M (v) = E M (v)
"%83L,7'q 'kL‡(, '�eNO&95'&3N|H'N 7

•

WLJ
&3Lu"<(,(+"%&95J�1I�"ˆ(œÀ>M•(+ '�e89"<(,(,�1*F&9NO$'89&3�1Ly(+ #"ˆ( v = v M®Å4 '&389� p

�07>5'L2(+"%5s(‹&9NO$'89&3�1LF(, #"<( p00= 0 Mx(, •H'L v0 = v � ;=�0�D"%HJL,� WLJ
&9LuL‰(+*,&3�0(,83•?�17>5s@>�hw•7>5 (0; 1]
Gq

¾

 '&3L4$'*,7A@>�0L‹(, #"<( v0
&3L‡(+ '��H'5'& � H'��N?&35'&9NO&9•0�1* 7

•

I M
M'"%5'I’(+ #"<(

u0(x) =
Z x

0
v0(t) dt

&3L4(, '��H'5'& � HJ�CN?&35'&9NO&9•0�1*�7

•

� �Jq �®À�
Gq

�

��5'7�Å (+H'*25•(,7„(, '���D"%L2� � M < a "%5'I•L, J7�Å (+ #"<( � �Jq � �&
� #"%L‹"<(483�D"%L‰(‹"/N?&35'&9NO&9•0�1*1q

%�7>5JL,&9IJ�1* u 2 SBV(
) L,H'�! (, #"<( 1=u0 2 L12(
) M u0 > 0 M u(0) = 0 "<5'I u(L) = a q

�

�/H'L,�v(+ '�/5'7<(!"<(,&97>5 u0 = Dau +
X

i 2 �

~vi � x i
Å4&3(, Dau 2 L1(
) M Dau > 0 "%5'I ~vi > 0 q

�

�1�1"%898Œ(, #"<($ÅF�-HJL,��(+ '���17%5•@%�15s(+&37>5’(+ #"<( WLJ (u0) = WLJ (Dau):
¾

 •H'L

EM (u) =
Z



Px(Dau(x)) dx +

X

i 2 �

~vi (FM (x i ) � inf FM ) + a(inf FM � FM (L)) ;

� �Jq �$� 


Å4 '�0*,� Px (t) &9L‡(, '�

•

H'5'�0(,&97>5

Px (t) = WLJ (t) + (FM (x) � inf FM ) t: � �Jq �&�&


�

5 t 2 (0; + 1 ) M�(+ '&3L

•

H'5'�0(,&97>5S #"<Lv" H'5J&
�

H'�„N?&35'&9NO&9•0�1*$Å4 '&9�! Ž&9Le(, '�

•

H'5'�G(+&97%5 v1(x)
I'�Gz#5'�0I6;s• � �Jq ��Â 
hq *x7 Px (Dau(x)) � Px (v1(x)) 7>5 
 "%5'I	ÅF�v&35

•

�1*

•

*27>N � �Jq �$� 
F(+ #"ˆ(

EM (u) �
Z



Px (v1(x)) dx +

X

i 2 �

~vi (FM (x i ) � inf FM ) + a(inf FM � FM (L)) : � �Jq �&� 


%�7>5JL,&9IJ�1*45'7�Å "/$=7%&95s( x0 2 arginf FM ; "%5'I•I'�0z#5J�

u0(x) =
Z x

0
v1(t) dt + (a � � M )H (x � x0): � �Jq �$� 


�

�k #"D@%� Dau0 = v1 2 L1(
) q
*x&95J�1� v1
&3L�"-�17>5s(+&35•H'7>H'L

•

H'5'�0(,&97>5O(+ #"ˆ(�L,"<(+&3L2z#�0L v1(x) �
inf v1 > 0 M�ÅF�fL2�1�f(, #"<( 1=v1 2 L12(
) M�(, EHJL u0

&9Lv"%5 "<I'N?&3L,L2&9;'83�

•

H'5'�0(,&97>5_7

•

� �Jq �&�&


"%5JI M#Nf"Z¿E&35'†/H'L2�v7

•

� �xq �&�&
™Å4&3(+ u � u0
MKÅ���7>;J(+"%&95

EM (u0) =
Z



Px (v1(x)) dx + a(inf FM � FM (L)) : � �Jq �AÂ 


%�7>8389�0�0(+&35'†�� �xq �&�&
‡"%5'I � �Jq �AÂ 
hM-ÅF�v7>;x(!"%&35

EM (u) � EM (u0) +
X

i 2 �

~vi (FM (x i ) � inf FM ) � �Jq �BÀ�


T�M,M



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

•

7>*}"%838•(,�1L‰(

•

H'5'�G(+&37>5'L u 7

•

$'*27>;'89�0N � �Jq � �&
�L,HJ�! |(+ #"<( u0 = Dau +
X

i 2 �

~vi � x i
q&*x&35'�1� ~vi > 0 M

ÅF�v '"A@%� EM (u) � EM (u0)
"<5'I•(, '�

•

H'5'�G(+&97%5 u0
&9L4"/NO&95'&3N?&3•1�0*F7

•

$'*27>;'89�0N � �xq � �$
Gq

�

�45'7�Å�897E7�¿

•

7%*p"%898E(+ '�4NO&95'&3N?&3•1�1*2L}7

•

$'*27>;'83�1N � �Jq � �&
Gq

‚

�G( u ;��4"%5s•|(+�0L2(

•

H'5'�G(+&97%5 q

'#*,7%N � �Jq �®À�
GMaÅF� L,�0�6(+ '"<( EM (u) > EM (u0)
&

•

(, '�1*2�6�Gwx&3L2(+L i 2 I L,H'�! �(, #"<( x i =2
arginf FM

"%5'I ~vi > 0: È 5 "%IJI'&3(,&97>5 MF&95�@E&9�TÅ�7

•

� �xq �&�&
�"%5'I � �Jq �AÂ 
hMPÅ��S&35

•

�1*

•

*27>N

EM (u) = EM (u0)
(, #"<(

Z



Px(Dau(x)) dx =

Z



Px (v1(x)) dx q�'ŠL v1(x) &3Lk(+ '�€H'5'& � H'�

NO&95'&3N?&3•1�0*u7

•

t 2 (0; + 1 ) 7! Px (t) M±ÅF�|7>;x(!"%&35•(, #"<( v1 = Dau "Jq �<qj7>5 
 q�ÄŠ�15J�1�%MŒ"%5s•

NO&95'&3N?&3•1�0*�7

•

� �Jq � �&
 Nf"D• ;��6Å4*,&)(,(+�05

u(x) =
Z x

0
(W 0

LJ )� 1 (inf FM � FM (t)) dt +
X

i 2 �

~vi H (x � x i );

Å4 '�0*,� I &3LS"%5s• �17%H'5s(!"%;'83��L,�0(1M x i 2 arginf FM
"<5'I ~vi > 0

•

7%*S"%898 i 2 I M�"%5JI

X

i 2 �

~vi = a � � M :

‚

�0( H'L 5'7�Å L, '7�Å (, #"<( I B V
M = I 1

M
q

�

�Š"%89*2�D"%IJ•| #"D@>� I B V
M � I 1

M
"%5JIcÅF�k #"D@%�ŠL2 '7�Å45

(, #"<( I B V
M = EM (u0)

MbÅ4 '�1*2� u0
&9L I'�0z#5J�1I’;s•5� �Jq �$� 
Gq

‚

�0( u"
0

;��e"v*,�1†%H'8:"%*2&9•1"<(+&37>5„7

•

u0
Æ

(, '�15 u"
0

&3L4"/(,�1L‰(

•

H'5J�0(+&37>5

•

7>* � �xq �-À�
�"%5'I

I B V
M = EM (u0) = lim

" ! 0
EM (u"

0) � I 1
M :

¾

 •H'L I B V
M = I 1

M
q

¾

7?$'*27A@>�v(, #"<(4$'*27>;'83�1N � �Jq �®À�
�&9L45'7%(Š"<(2(!"%&35'�1IŒM-Å��v"%*2†>H'��;s•’�17>5s(+*,",�

I'&3�0(,&97>5 q

‚

�0(/HJL„"%L,L2H'N?�?(+ #"<(|$'*,7>;J89�1N � �Jq �®À�
-&3L/"<(,(+"%&95J�1I‘"%5JI‘89�0( u ;=� " NO&95J&9NO&9•1�0*1q

�

&)(+ � �Jq ��Á 
hM-ÅF�vL2�1�C(+ #"ˆ(

EM (u) =
Z



Px(u0(x)) dx + a(inf FM � FM (L)) ; � �Jq �&�&


Å4 '�0*,� Px(t) &9LeI'�Gz#5'�0IŽ;s• � �Jq � �&
hq

�

�/ #"D@>� EM (u) = I 1
M = I B V

M = EM (u0)
Mj(+ •H'L0M�&95

@E&9�TÅ‘7

•

� �Jq �AÂ 
�"%5'I � �Jq �&�&
hM“Å�� 7>;J(+"%&95

Z



Px(v1(x)) dx =

Z



Px (u0(x)) dx M“Å4 J&9�! €&3N?$J89&9�0L

(, #"<( v1(x) = u0(x) "Jq �%qK7>5 
 qJ#�Hx(-(, '&9L-&9L�&3N?$�7>L,L2&9;'83�/L,&35'�1�

Z



v1 = � M < a =

Z



u0q

�

-/.�
+.�� 3547698;:�<2=?>1@ :�>BA L7M
<ONKPB6Q=

È 5Ž(, '&9LCL2H';'L2�1�0(,&97>5ŒM�ÅF�OL2(+HJIJ•
(+ '�O"<(,7>NO&9L2(,&9�v$'*,7>;J89�1N � �Jq �&
GM�Å4 '�1*2�O(, '�„�15'�0*,†%• E �
&3L-†%&3@>�05_;s• � �xqŸÀ�
MÅ4&)(+ W � WLJ

q�È 5…$'"%*2(,&9�1HJ8:"%*0M�ÅF�fL, J7�Å (+ #"<(1M

•

7>*�L,7>NO�„$#"%*‰(+&9�0H'8:"<*

�! '7%&9�1�0L/7

•

;�7>H'5'I#"<*2•_�17>5'IJ&3(+&37>5'L0M{"

•

*,"%�0(,H'*,��"%$'$��D"%*2L1q

¾

 J&9L|NO�D"%5JLv(+ '"<(€(, '��I'&3L2(!"<5'�1�

;��0(4ÅF�1�05 "Ž$'"%&9*�� "%5'I "%�0(,H#"%898)• 7>5J83• 7%5'��
|7

•

�17>5'L2�1�0HJ(+&)@>��"<(+7>NOL/&9L„7>Hx(+L2(,*,�0�! '�1I q

¾

 '�

&3I'�D"%LC7

•

(, '�/$'*27x7

•

"%*2�€z#*2L2(��Gwx$'89"%&95J�1IS7>5 (+ J�/L,&9NO$'83�€�D"<L,� f � 0 q

r

�hwx(+ÅF�/I'�D"<8JÅ4&3(, 

(, '�S†>�15'�0*+"%8C�1"%L,�<MuÅ4 '&9�! &9L NO7>*,��(+�1�! J5'&9�1"%8\q

¾

 J�_N?"%&95�*,�1L2H'83(•7

•

(+ J&9L L,HJ;'L,�0�0(+&37>5 &9L

¾

 '�07>*,�0NF�JqŠÁJqQÁxM-Å4 '&9�! •&9L4"„†>�05'�1*,"%89&3•D"<(,&97>5�7

•

L27>N?�C*2�1L2H'83(,L‹†%&3@>�05�&35 � �®À“Â �\q

T�MK”



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

���

	

�

T

�

”

�

��
��5�K� 
 ���[�����a����� �Ž�<���5


¾

7„L‰(+H'IJ•’$J*,7>;'83�1N � �Jq �&
GM®Å��-5'�1�0I�(, '�

•

7>89837�Å4&35'†€83�1NONf"xq

� 
B� � � ���

	

�

”

F_s a > L 0eT U#WGg+W6WXW>Y9mGTVm h0
mGdj[!U T UJR%T
0�sD^ˆg�R%]V] h � h0

0CTVU#WGg+W�WXW>Y9mGTVm•R

dEb#Y�]1djWuyJR%YVg (s(h); sf (h)) 2 R2 mGd#[!U’TVUJR%T

1 � s(h) � 1 + h; W 0
LJ (s(h)) = W 0

LJ (sf (h)) R%b�` (L � h)s(h) + hsf (h) = a: � �Jq �AÁ 


FhbŽRs`s`%YVTZY\^ˆb-0���WkUJRA2%W�T U#W/W!mGT YVXOR%T W!m

sf (h) � h! 0
a � L

h
R%b�` s(h) � 1 � h! 0 C0h7; � �Jq �ˆo(


sD^ˆgemA^ˆXfW C0
TVUJR%T�`E^AW!m-bŒ^ˆT�`EW4y#WGb�` ^ˆb h ,

�

�?LX¿•&9$_(, '�O$'*,7E7

•

7

•

‚

�1NON?" �JqŠÁJq¢À>M�L,&35'�1�„&)(v$J*,7E�1�1�0I'L

•

*27>N�"%5Ž�183�1NO�15s(!"<*2•SL2(,H'IJ•S7

•

(, '�C@%"<*,&:"ˆ(+&97%5'L‡7

•

g(s) = W 0
LJ (s) � W 0

LJ

�
a � (L � h)s

h

�
q

�

��
b�<��
®� ���

	

�

T �

WemGd�y"y#^AmAW�TVUJR%TFTVU#WGg+W€R%g+W-bŒ^8)G^1`%l[sD^ˆg+[!W � f � 0 ,

F
s a � L 0 T U#WGb 
XNA,/@ �€UJRˆmvRfdxb#Y�]1d#W�X/YVb#YVX/Y��ˆWGgS0F`EW �pbŒW,`8)1l ui
� = ih a=L 0 i = 0; : : : ; N ,

F
s a > L 0FTVU#WGb
T U#WGg+W„WXW>Y9mGT m h0
mGdj[!U•TVUJR%T
0�sD^ˆg€R%]V] h � h0

0FTVU#W-X/YVb#YVX/Y��ˆWGg+m/^…s 
XNA,/@ �fR%g!W

WXW•RE[GT ]al?TVU#W N `%Y9mA[Gg!WGT WEshdEbŒ[GTZY\^ˆbJmv`EW �pbŒW,`$sD^ˆg i � 2 f 0; : : : ; N � 1g )1l

ui � +1
� � ui �

�

h
= sf (h) R%b�` 8i 6= i � ;

ui +1
� � ui

�

h
= s(h); � �Jq ��Ã&


�{U#WGg+W s(h) R%b�` sf (h) R%g+W€`EW �pbŒW,`Y)1l

#

WGX/XORGNA, 	b,
:",

�

B� �*�������

	

�

	

Fhb�TVU#W [,RˆmAW a > L 0�T U#W6[!^ˆb#TZYVb#dEdxX WGbŒWGgwv%lSY9m I M = LWLJ (1) 
ZmAW!W

�

U#W!^ˆg+WGX NA, 	b,
:���0 �{U#WGg+W,Rˆm-YVT‡Y9m I � = LWLJ (1) + h + O(h7) �yYVT U6T U#W|R%T ^ˆX/Y9mGTZY\[vXf^1`EWG]¢,

Fhb
T U#W-bŒWXW>T mGd-)GmAW![GTZY\^ˆb-0���W �yYV]V]�mAW!WvR•[!^ˆbJmAW^]1djWGbŒ[!Wv^…s�T U#W-YVbŒW^]1dJR%]aYVT l I � > I M
,

�
�������;���

�

� 
B�<��
B� ���

	

�

T

�

'kLœÅF�O&3N?$�7>L2�€(+ '�„&35'�1*2�D"%L2&95'† �07>5'I'&)(+&97%5 ui +1 > ui M�"%5s•

NO&95'&3N?&3•1&35'†�L,�
�

H'�15'�0� ui
n

L,"<(+&3L2z#�0L 0 � ui
n � a

•

7>*v"%898 i M} '�05'�1�f&9L-�17>NO$#"%�G(€&35 RN +1 q

¾

 •H'L0M�7%5'���D"%5•�GwE(+*,"%�0(Š"/L,HJ;'L,�
�

HJ�15'�0�€(+ #"ˆ(4�17>5s@>�0*,†>�0L‹(,7O"„�07>5Jz#†%H'*+"<(,&97>5 � I'�15'7<(+�1I•;s•

u�

œÅ4 '&3�! &9L-"6NO&95J&9NO&9•1�0*k7

•

(+ '�?�15'�0*,†%•%q

¾

 '&3L€�07>5Jz#†>HJ*+"<(,&97>5ŽL+"<(,&9L‰z#�1L-(+ '�?�17>5'L‰(+*,"%&95s(

ui +1
� > ui

�
•

7>*�"%838 i q

�

(+ J�1*XÅ4&3L,�<MK(, '�1*2�?�hwx&9L2(,L i L,HJ�! _(+ '"<( lim
n! + 1

ui +1
n � ui

n = 0 M�Å4 '&3�! 

&3N?$'83&9�0L1M#"%L WLJ (0) = + 1 Mj(, #"<(‹(+ '�-&95xz#N|H'N � �Jq �$
4&3L + 1 M�Å4 '&3�! 6&3Lk"O�17>5s(+*,"%I'&3�0(+&37>5 q

Ä‹�15'�0�%M�� �Jq �&
� #"<LŠ"ˆ(Š83�D"%L‰(47>5'�CNO&95'&3N?&3•1�0*1q

%� '7E7>L,&35'† ui = ih a=L "%L•"�(+�1L‰(

•

HJ5'�0(,&97>5 MOÅF�…L2 '7�Å�(+ #"ˆ( L WLJ (a=L) � I �
q

#�7%H'5'I'&35'† WLJ
•

*,7>N ;��1897�Å ;s• W ��
LJ

Ms"%5'I„HJ(,&989&3•1&35'†Š(, '�u�17>5s@%�Gwx&3( •„7

•

W ��
LJ

M�ÅF�‹L2 '7�Å�(, #"<(

I � � W ��
LJ (a=L) q

¾

 •H'L

L WLJ

� a
L

�
� I � � L W ��

LJ

� a
L

�
: � �Jq ��� 


T�M�T



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

�

�‘z#*2L2(S(+*2�D"<(
(, '���D"%L2� a � L M6Å4 '�0*,� WLJ (a=L) = W ��
LJ (a=L) Me(, EHJL I � =

L WLJ (a=L) q

¾

 '���17%5Jz#†>H'*,"<(+&37>5 ui
� = ih a=L &3L‡(+ •H'L‹"/N?&35'&9NO&9•0�1*1q

‚

�0(‹H'L45'7�Å �17>5JL,&#�

I'�0*/"��07>5Jz#†%H'*+"<(,&97>5 u
•

7>*;Å4 J&9�! …(, '� � H#"%5s(,&3(+&3�1L

ui +1 � ui

h
; i = 0; : : : ; N � 1; "%*2�f5'7<(

"%838 � � H#"<8 (+7 a=L q

¾

 '�15

E � (u) = h
N � 1X

i =0

WLJ

�
ui +1 � ui

h

�
� h

N � 1X

i =0

W ��
LJ

�
ui +1 � ui

h

�

> L W ��
LJ

 
h
L

N � 1X

i =0

ui +1 � ui

h

!

;

Å4 '�0*,�LÅF�e #"D@%�eNf"<I'�ŠHJL,�e7

•

(+ '�ŠL2(+*2&9�G(‡�D"<L,�k7

•

(+ '�Š�17>5s@%�Gwx&3( •f&95'� � H'"%89&)( •>q

¾

 •H'LPÅF�k #"D@>�

E � (u) > L W ��
LJ (a=L) = I �

M "%5JI u &3L€5'7<(/"6NO&95'&3N?&3•1�0*1q

¾

 '&3L|L, J7�Å4L|(, '��H'5J& � H'�15J�1L,L

�08:"%&3N?�0I &95 (+ '�C(, '�17>*2�1N•q

�

�‹5'7�Å�(,H'*,5„(+7�(+ '�‹�D"<L,� a > L q

‚

�0(FH'LF�07>5'L2&9I'�0*F"-N?&35'&9NO&9•0�1* u�
7

•

$'*27>;'89�0NF� �xq �&
hq

'ŠL WLJ (0) = + 1 M}(+ '� �07>5'L2(,*+"%&35s( ui +1 > ui &3L/5'7%(O"%�G(+&)@>�%MyL27
(+ '�

�

H'89�0*1�

‚

"<†>*+"%5J†>�

�
�

H'"<(+&37>5�7

•

� �Jq �$
�*,�D"<I'L‹"%L � �Jq ��Ã&
MÆ

8i 2 f 1; : : : ; N � 1g; W 0
LJ

�
ui

� � ui � 1
�

h

�
= W 0

LJ

�
ui +1

� � ui
�

h

�
:

È

•

7>5'�fL,897%$=�

ui +1
� � ui

�

h
&9L€�

�
H#"%8 (+7 7>*€L,N?"%8983�1*C(+ #"<5 À>Mt(, '�15 (, '� L+"<N?�? '7>89IJL

•

7>*-(+ '�

7%(, '�1*4L2897>$��1L0M#"%5'I’(+ '&3Lu&9Lu&35 �17>5s(+*,"%I'&3�0(+&37>5 Å4&3(, (+ '�

•

"%�G(u(+ #"<( a > L q *x7?"%898�(+ '��L2897>$��1L

"%*2�„L2(+*2&9�G(+83•�8:"<*,†>�0*k(+ #"<5 À>qmÈ 5…"%IJI'&3(,&97>5 M�I'H'�/(,7’(, '�/@<"%*,&9"<(+&37>5'Lk7

•

WLJ
M (+ J�1*,�O"%*2�|(4Å�7

@<"%83H'�1L s� (h) "%5'I s�
f (h) MAÅ4&)(+ 1 < s� (h) � r c � s�

f (h) M W 0
LJ (s� (h)) = W 0

LJ (s�
f (h)) M%L2H'�! 

(, #"<(‹�D"%�! •7

•

(+ '��L2897>$��1L4&9Lu�0&3(, '�1* s� (h) 7%* s�
f (h) q

‚

�0(

k = %‡"%*2I

�
i 2 f 0; : : : ; N � 1g L,H'�! •(+ #"<(

ui +1
� � ui

�

h
= s�

f (h)
�

:

�

�Š '"A@%� (L � kh)s� (h) + khs�
f (h) = a "%5'I I � = (L � kh)WLJ (s� (h)) + khWLJ (s�

f (h)) q

�

���189"%&9N (, #"<( k = 1 q�'#7>*„(+ '&3L?$'HJ*,$�7>L,�<M™ÅF�6�17%5'L,&3I'�1*O(+ '��I'&9L2�1*,�G(+�

•

H'5'�0(,&97>5 ub
I'�Gz#5'�0I6;s• ui

b = ih
•

7%* i = 0; : : : ; N � 1 M#"%5JI uN
b = a q�È (+L4�15'�0*,†%•�&9L

E � (ub) = (L � h) WLJ (1) + hWLJ

�
a � L

h
+ 1

�
;

"%5JI L+"<(,&9L2z'�1L lim
h! 0

E � (ub) = L WLJ (1) q

�

�kz#*2L2(uL2 '7�Å (, #"<( k 6= 0 q

�

(, '�1*•Å4&9L2�%M'"<898�L,897%$=�0L

�
ui +1

� � ui
�

�
=h "%*,�/�

�
H'"%8y(+7 (+ '�„L,"%N?�|@<"%83H'� s� (h) M�Å4 '&9�! S(+ •H'L-5'�1�0I'L�(+7’;=� a=L q�'ŠL

u�
&9L‹"„N?&35'&9NO&9•0�1*0M I � = L WLJ (a=L) q±Ä‹7�Å��G@>�1*0M�ÅF�€"<89L,7O #"D@>� I � � E � (ub)

q

‚

�G(,(+&35'† h
†>7„(+7„•0�1*,7JMKÅ���7>;J(+"%&95 WLJ (a=L) � WLJ (1) M-Å4 '&3�! �&3L4"„�07>5s(+*,"%I'&9�G(+&37>5•"%L a > L q

T�M 	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

�

��5'7�Å L, '7�Å (, #"<( k � 1 q)'ŠL I � � E � (ub)
M#7>5'��7>;J(+"%&95JL

L
�
WLJ (s� (h)) � WLJ (1)

�
+ kh

�
WLJ (s�

f (h)) � WLJ (s� (h))
�

� � hWLJ (1): � �Jq �&�&


¾

 '�483�

•

(  '"%5'I/L,&3I'�‡&3Ly"eL,H'N�7

•

(4ÅF7-5J7>5'5'�0†s"<(+&)@>�‡(,�1*,NOL1M

•

7>* 1 < s� (h) � s�
f (h) "%5'I WLJ

&3Lv"<5_&35'�1*2�D"%L2&95'†

•

H'5'�G(+&97%5_7>5 [1; + 1 ) qQ*x7GÅ��? #"D@>� lim
h! 0

WLJ (s� (h)) = WLJ (1) M� J�15'�0�

lim
h! 0

s� (h) = 1 M�Å4 '&3�! |&95�(+HJ*,5€&3N?$J89&9�0LŒ(+ '"<( lim
h! 0

s�
f (h) = + 1 q�È 5'L,�0*2(+&35'†Š(, '&9Lt&95

•

7>*,N?"<(+&37>5

&35 � �Jq �&�&
GM®Å��-7>;J(+"%&95 k � 3=2 MJ(, EHJL k = 1
•

7>* h L,N?"%898=�15'7>HJ†> q

�

�?z#5#"%8383•Ž&9I'�05s(+&

•

• (s� (h); s�
f (h))

•

7>* h L2Nf"%838F�05'7>H'†% q

�

�  #"D@>� (L � h)s� (h) +
hs�

f (h) = a q�*E7'MDH'L2&95'† lim
h! 0

s� (h) = 1 MoÅF�yL,�0�p(, #"<( s�
f (h) � h! 0 (a � L)=hq�*x7 W 0

LJ (s� (h)) =

W 0
LJ (s�

f (h)) � Ch7 M#"%5'I s� (h) = 1 + O(h7) q
'kL‹"/�17>5'L2� � H'�05'�1�<M s� (h) 2 [1; 1 + h] q�#F•

H'5J& � H'�15J�1L,L�7

•

(, '�|$#"%&3* (s(h); sf (h)) L+"ˆ(+&9L

•

•E&95'† � �Jq �AÁ 
 � L,�1�

‚

�0N?N?" �JqŠÁJq¢À„"%;�7n@%��
hM 7>5'�

 #"<L s� (h) = s(h) "%5'I s�
f (h) = sf (h) q *x7 u�

L+"<(,&9L2z'�1LJ� �Jq ��Ã&


•

7>*yL27>NO�‹&35s(+�1†%�1* i �
q �

���

	

�

T

�

T

�

��
  <
B� 
L����
 �5��� 


�

� 5'7�Å "%L2L,H'NO�F(, #"<(t(+ '� ;=7EIJ•

•

7>*2�1�0L f "%*,� &95 C0
�



�
Mˆ"%5JI/"%*,� 5'7%(}5'�0�1�1L2L+"%*2&98)•�•1�1*27'q

¾

 '&3L{*2�1†>H'89"%*,&)( •-"%L,L2H'NO$J(+&37>5€&3L}5'�0�1I'�0I

•

7>* E �
(+7k;��™ÅF�1838#� I'�0z#5J�1I qZ'#7>*{"<5••v�17%5Jz#†>H'*,"<(+&37>5

u 2 X � (a) MmÅF�/I'�Gz#5'�O"�$#"%*‰(+&3(,&97>5�7

•

(+ '�/L2�0(-7

•

&95JI'&9�0�1L f 0; : : : ; N � 1g &35 Á I'& �=�1*2�15s(

L2H';'L,�G(+L;Æ

G1(u) =
�

i 2 [0; N � 1]; 0 <
ui +1 � ui

h
� 1

�
;

G2(u) =
�

i 2 [0; N � 1]; 1 <
ui +1 � ui

h
< r c

�
;

G3(u) =
�

i 2 [0; N � 1]; r c �
ui +1 � ui

h

�
:

‚

�0(‹H'L4L2�0(

F� = inf
i =0 ;:::;N � 1

F i
� ; � �Jq ��� 


� � = h
N � 1X

i =0

(W 0
LJ )� 1(F� � F i

� ); � �Jq ��� 


Å4 '�0*,� F�
&3LvIJ�0z#5'�0I�;•• � �JqŸÀ � 
Gq�È 5…@E&9�TÅ 7

•

� �xq �$�&
GM�Å��f #"D@>� lim
h! 0

� � = � M
M�Å4 '�1*2� � M

M

†>&)@>�05O;s• � �JqQÃ$� 
hM<&3L{(+ '�F(+ '*2�1L, J7>89I

•

7>* "%$'$��D"%*,"%5'�1��7

•

"

•

*+"%�G(+H'*2�‡&95€(, '�u�17%5•(,&95•H'H'N NO7xI'�08

� L,�1�

¾

 '�07>*,�0NF�JqQÁxqŸÀ�
hq

�

�-5J7%(+�C(+ '"<(DM'&

•

f � 0 M � � = � M = L q

¾

7OL2(,H'IJ•’$'*27>;'89�0N � �Jq �$
GM

ÅF�v5J�1�1I•(+ '�

•

7>83897�Å4&95J†€89�0N?N?" Æ

�

B� � � ���

	

�

T ���

L‰(+&9N?"<(,�e7>5’(+ '�

‚

"%†>*,"%5'†>�CN|HJ83(+&3$'89&3�1*

•

7>*‡(+ J�v"ˆ(+7>NO&9L‰(+&9�Š$'*,7%;'89�0N � �xq �&
�


#

WGT i �
)GW€R%b YVb�`EWXWOmGd#[!U•T UJR%T F i �

� = F�
0FR%b�`O]9WGTFdsm€Rˆm!mGdxXfW-TVUJR%T a > � M

,

T�M %



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

�

U#WGg+W|WXW>Y9mGT m h0
mGd#[!U’TVUJR%T_0!sD^ˆg-R%]V] h � h0

0 TVU#WGg+W/WXW>Y9mGT m-Rfdxb#Y�]1d#W � �
mGd#[!U•T UJR%T

0 < � � � h R%b�` h
X

i 2f 0;:::;N � 1g;i 6= i �

 
�

F� � F i
� + � �

�
+ h' (� � ) = a; � �Jq ��Â 


�{U#WGg+W  R%b�` ' R%g+Wv`EW �pbŒW,` )1l 
XNA,
?BN �?R%b�` 
XNA,
?K= �A,

FGbSRs`s`%YVT Y\^ˆb-0 � �
`E^AW!m�bŒ^ˆT‡`EW4y#WGb�` ^ˆb i �

R%b�`„m1R%T Y9m �‡W!m

� � � h! 0 C0h7; � �Jq �®À�


sD^ˆgemA^ˆXfW C0
TVUJR%T�`E^AW!m-bŒ^ˆT�`EW4y#WGb�` ^ˆb h ,

¾

 '� $'*27x7

•

7

•

‚

�1NONf" �JqŠÁJq �‡&9LK;#"%L2�1I-7>5-(, '�pL2(,H'IJ•�7

•

@<"%*,&9"<(+&37>5'L1M07>5 [0; h] MA7

•

(, '�

•

H'5'�0(,&97>5

g� (� ) = � � W 0
LJ

0

@
a � h

P
i 6= i �

 
�

F� � F i
� + �

�

h

1

A :
�

�‹5J7�Å (+H'*25O(,7C(+ '�4N?"%&95/*2�1L,HJ83(

7

•

(+ '&3LuL,�0�0(+&37>5 q

�

��
b�<��
®� ���

	

�

	 �

��&95J&9NO&9•1�0*,LF7

•

(, '�-"<(+7%N?&3L2(+&3�e$'*27>;'89�0N � �Jq �$
 


�

WfRˆm!mGdxXfW/T UJR%T f 2
C0

�



�
,

#

WGT � �
)GW€`EW �pbŒW,` )1l 
XNA,Ž=

n

�A,

F_s a � � �
0 TVU#WGb 
XNA,/@ �|UJRˆmvRfdEb#Y�]1djWCX/YVb#YVX/Y��ˆWGgo,

F_s a > � M
0�TVU#WGg+W?WXW>Y9mGTVm h0

mGd#[!U�T UJR%T
0�sD^ˆg|R%]V] h � h0
0FT U#W€X/YVb#YVX/Y��ˆWGg+m|^…s 
XNA,/@ �fR%g!W

WXW•RE[GT ]al?TVU#Wv`%Y9mA[Gg+WGT WashdxbŒ[GT Y\^ˆbJmv`EW �pbŒW,`[sD^ˆg i � 2 f 0; : : : ; N � 1g mGdj[!U T UJR%T F i �
� = F�

)1l

u0
� = 0 R%b�`

ui � +1
� � ui �

�

h
= ' (� � ) R%b�` 8i 6= i � ;

ui +1
� � ui

�

h
=  (F� � F i

� + � � ); � �Jq �&�&


�{U#WGg+W � �
Y9m€`EW �pbŒW,` )1l

#

WGX/XORGNA, 	b,/@•R%b�`  R%b�` ' R%g!W€`EW �ybŒW,` )1l 
XNA,
?BN �?R%b�` 
XNA,
?K= �A,

FhbŽRs`s`%YVTZY\^ˆb-0 G3(u� ) = f i � g R%b�`

ui � +1
� � ui �

�

h
� h! 0

a � � M

h
: � �Jq �AÁ 


�

B� �*�������

	

�

%

F
s � � < � M
0

�

U#W!^ˆg!WGX NA, 	b, 	 `E^AW!m’bŒ^ˆTvRTy"y�]alST ^ a 2 (� � ; � M ] ,4c-^ˆT W

U#^���WT2%WGg‡TVUJR%T lim
h! 0

� � = � M
0KTVUEd•mŠR%]V]K)G^ˆdxb�`sR%ghl€[!^ˆb�`%YVT Y\^ˆbJm a R%g!W4RˆmGl<XLy�T ^ˆT Y\[,R%]V]al€[!^H2%WGg!W,`",

�
�������•���

�

��
b�<��
B� ���

	

�

	

�

È

•

f � 0 M (, '�15

¾

 '�07>*,�0N �JqQÁxqQÁ’&9LC&3I'�15s(+&3�D"%8}(+7

¾

 '�17>*2�1N

�JqŠÁJq �xq

�

�-5J7�Å �17>5'�0�15s(+*,"<(+�-7>5’(+ '���1"%L,� f 6= 0 q 'ŠL‹&35 (+ '�-$'*,7E7

•

7

•

¾

 '�17>*2�1NF�JqŠÁJq¢À>MKÅF�

z#*2L2(Š*,�

•

7>*,N|HJ8:"<(,�k(+ '���05'�1*2†%•>M# '�0*,��&95 (,�1*,N 7

•

(, '��L,837>$=�0L

vi =
ui +1 � ui

h
; 0 � i � N � 1: � �Jq �%o(


T�M K



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

¾

 '�-�15J�1*,†<• � �Jq¢À�
F�1"%5�;��œÅ4*,&)(,(+�05

E � (u) = a
�

F� � F N
�

�
+ h

N � 1X

i =0

�
WLJ

�
ui +1 � ui

h

�
+

�
F i

� � F�

� ui +1 � ui

h

�
:

¾

 '�05�ÅF�v�07>5'L2&9I'�0*

I � = inf
�

E � (v); v 2 Y� (a)
	

; � �Jq ��Ã&


Å4 '�0*,�

Y� (a) =

(

v = (v0; : : : ; vN � 1) 2 RN ; h
N � 1X

i =0

vi = a; vi > 0

)

;

E � (v) = h
N � 1X

i =0

�
WLJ (vi ) +

�
F i

� � F�

�
vi

�
:

%�83�D"%*283•>M I � = I � + a
�

F� � F N
�

�
q™È

•

u &3L "‘N?&35'&9NO&9•0�1*/7

•

� �xq �&
hMF(, '�15 (+ J�
I'&9L2�1*,�G(+�

•

H'5J�0(+&37>5 v I'�Gz#5'�1I

•

*27>N u ;s• � �Jq �%o(
u&9Le"?N?&35'&9NO&9•0�1*‡7

•

� �Jq �"Ã&
Gq

�

56(, '�€7%(, '�1*k #"%5'I M�&

•

v &3L‹"„NO&95J&9NO&9•1�0*�7

•

� �xq �"Ã$
GMJ(, '�15 u I'�Gz#5'�0I6;s• ui = h
P i � 1

j =0 vj •

7>* i � 1 "%5'I u0 = 0 &9L

"„N?&35'&9NO&9•0�1* 7

•

� �Jq �&
Gq

‚

�0( vn
;��e"vN?&35'&9NO&9•0&95'†CL2�

�
H'�15J�1��7

•

I �
q)*x&35'�1� 0 < vi

n � a=h
•

7%*‡"%838 0 � i � N � 1
"%5JI�"%838 n My7%5'� �D"%5 �GwE(,*+"%�G(�"
L,HJ;'L,�

�
HJ�15'�0�6(+ #"ˆ(„�17>5s@>�0*,†>�0L?(,7S(, '�’�17>5xz#†>H'*,"<(+&37>5 v�

q

'Š†s"%&95ŒMtL2&95'�0� WLJ (0) = + 1 "%5'I…(, '�?&35Jz#N|HJN � �Jq �"Ã&
C&9L-5'7%(v�
�

H#"<8 (,7 + 1 M�Å��? #"D@>�

vi
� > 0

•

7>*‡"%898 0 � i � N � 1 "%5'I v�
&3Lu"/N?&35'&9NO&9•0�1*p7

•

� �Jq �"Ã&
hqKÄ‹�15'�0� � �Jq �"Ã&
GMJ"%5'I (+ J���

*2�

•

7>*2� � �xq �&
hM• #"D@>�e"ˆ(�83�D"%L‰(�7>5J�kNO&95'&3N?&3•1�1*0MZÅF�kI'�05'7%(,�k;s• v�
"%5'I u�

(4ÅF7|�07>*,*2�1L,$�7>5'IJ&95'†

NO&95'&3N?&3•1�0*,L�7

•

� �Jq ��Ã&
‡"%5'I � �Jq �&
hq

È 5f(+ J�e�D"%L2� a � � �
ME(, '�e$'*27x7

•

7

•

H'5'&
�

H'�15'�0L,L

•

7>83897�Å4Ly(+ '�kL+"%NO�k83&95'�0L�"%L (+ '�k$'*,7E7

•

7

•

¾

 '�07>*,�0NF�JqŠÁJqŸÀ%M'&95 (+ J�-�1"%L,� a � � M
q

�

�f5'7�Å (,H'*,5 (,7 (+ '�f�D"%L2� a > � M
q 'ŠL lim

h! 0
� � = � M

M�ÅF� �! '7x7%L,� h L,N?"%898p�05'7>H'†> 

L2H'�! �(, #"<( a > � �
q

�

�-&35s(+*,7EI'H'�0�e(+ '�

•

H'5J�0(+&37>5

Pi (t) = WLJ (t) + (F i
� � F� )t;

Å4 '&3�! "<(2(!"%&35'L‡&)(+LuNO&95'&3N|H'N Å4&3(, •*2�1L2$=�0�0(‹(+7 t 2 [0; + 1 ) "<( t = vi
1

I'�Gz#5'�0I6;s•

vi
1 = (W 0

LJ )� 1(F� � F i
� ); i = 0; : : : ; N � 1: � �Jq �&� 


�

��5'7%(+&3�1�C(+ '"<(

8v 2 Y� (a); E � (v) = h
N � 1X

i =0

Pi (vi ) � E � (v1): � �Jq �&�&


'ŠL WLJ (0) = + 1 MA(+ '� �17>5JL2(+*,"%&95s( vi > 0 &9Lt5'7%({"%�G(+&3@%�F&35 � �Jq �"Ã&
GMAL27k(+ J�

�

H'83�1*1�

‚

"%†>*+"<5'†>�

�
�

H'"<(+&37>5�7

•

� �Jq ��Ã&
�*,�1"%I'L

W 0
LJ (vi

� ) + F i
� � F� = � �

� ; � �Jq �$� 


T�M

�



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

Å4 '�0*,� � �
�

&3LF(, '�

‚

"%†>*,"%5'†>�ŠN|H'83(,&9$'83&9�0*p"%L,L27x�0&:"<(,�1I�(+7v(+ '�e�07>5'L‰(+*+"<&95s( h
N � 1X

i =0

vi
� = a q *x&35'�1�

a > � �
M'7%5'�C�D"%5’L2 '7�Å (+ '"<( � �

� > 0 � 7%(+ '�0*XÅ4&3L,�%M � �Jq �&� 
F83�D"%I'LF(+7 vi
� � vi

1
M#"%5JI•L2H'NON?&35'†

(, '�1L2�v&35'� � H#"%83&3(,&9�1L�89�D"<I'L‡(+7 a � � �

Gq�È (‹ '7>83I'L‡(+ '"<(

8i 2 G1(u� ) [ G2(u� ); vi
� =  (F� � F i

� + � �
� ): � �Jq �$� 


*E(,�1$ ÀcÆ lim inf h %‡"%*2I (G1(u� )) > 0 Æ

È 5•@E&3�>Å 7

•

� �Jq �&�&
GMBÅ��- #"D@>�

E � (v1) � I � : � �Jq �AÂ 


‚

�0( i0
;=�|"%5 &95JI'�Gw6L,H'�! 
(, #"<( F i 0

� = F�
M "<5'I
89�G(eH'Le�07>5'L2&9I'�0*k(+ '�

•

H'5'�0(,&97>5 vb
I'�Gz#5'�0I

;s• vi
b = vi

1 > 0
•

7>* i 6= i 0
"%5'I vi 0

b
L2H'�! �(, #"<( h

P N � 1
i=0 vi

b = a q±#F•��17>5'L‰(+*2H'�0(,&97>5 M vi 0
1 = 1

"%5JI hvi 0
b = a � � � + h; L,7

vi 0
b � h! 0

a � � M

h
: � �Jq �®À�


Ä‹�15'�0�%M vb
&3LO"S(,�1L2(

•

H'5'�G(+&37>5

•

7%* � �Jq ��Ã&
|"%5'I Å��� #"D@>� I � � E � (vb)
q�%�7%8989�0�0(,&95'†
(+ J&9L

&35'�
�

H#"%83&3( •8Å4&3(+ � �Jq �AÂ 
GM-ÅF�� #"D@>�

E � (v1) � I � � E � (vb):
� �Jq �&�&


*x&35'�1� F i 0
� = F�

M"Å��e '"A@%� E � (vb) � E � (v1) = h
�
WLJ (vi 0

b ) � WLJ (vi 0
1 )

�
:

�

�L¿•5'7�Å (, #"<(

vi 0
1 = 1 q

�

&3(+ � �Jq �-À�
GM®Å��-7>;J(+"%&95

0 � E � (vb) � E � (v1) � � hWLJ (1): � �Jq ��Á 


�

&)(+ � �Jq � �&
‡"<5'I � �Jq ��Á 
GM®Å��� #"D@>�

lim
h! 0

I � = lim
h! 0

E � (v1) =
Z



WLJ (v1(x)) + (FM (x) � inf FM )v1(x) dx; � �Jq �%o(


Å4 '�0*,� v1(x) &3L�I'�Gz#5'�1I ;s• � �xq ��Â&
Gq

�

�
5'7�Å �1L‰(!"%;'83&9L2 "�837�Å��0*�;=7%H'5'I

•

7>* I �
q/*x&95J�1�

I � = h
N � 1X

i =0

�
WLJ (vi

� ) + (F i
� � F� )vi

�

�
MKÅ��� #"D@>�

I � � h
N � 1X

i =0

�
WLJ (1) + (F i

� � F� )
�

+ h
X

i 2 G1(u � )

(F i
� � F� )(vi

� � 1):

¾

 '�-$'*2�0@E&97>HJL‹&35'�
�

H#"<89&3( •?&9NO$'83&9�1L

I � � h
N � 1X

i =0

�
WLJ (1) + (F i

� � F� )
�

� � h %‡"%*,I (G1(u� ))
�

sup
0� i � N � 1

F i
� � F�

�
:

T�MŒ•



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

‚

�0(2(+&35'† h †>7E�1L‡(+7O•1�0*,7„&95 (, '�-"%;=7A@%�v&35'� � H#"%83&3( •%M®ÅF�v7>;x(!"%&35 MJ&35’@E&3�>Å 7

•

� �Jq �<o(
GM

Z



WLJ (v1) + (FM � inf FM )v1 �

Z



WLJ (1) + (FM � inf FM )

� � lim inf
h! 0

�
h %‡"<*,I (G1(u� ))

�
sup

0� i � N � 1
F i

� � F�

� �
:

*x&35'�1� f 6= 0 M�ÅF�‹L,�0�‹(, #"<( v1(x) 6= 1 L,7>NO�>Å4 '�0*,�‹&95 
 q('kL v1(x) NO&95J&9NO&9•1�0L}(, '�

•

H'5'�0(,&97>5

WLJ (t) + (FM (x) � inf FM )t 7>5 [0; + 1 ) MKÅF�v7%;J(!"%&35 lim inf h %‡"%*,I (G1(u� )) > 0 M�"%5JI

(, '�1*2�v�hwJ&3L2(,L L1 > 0 L,HJ�! �(+ '"<(DM

•

7>* h L,N?"%898Œ�15'7>HJ†> M h %‡"<*,I (G1(u� )) � L1
q

*E(,�1$ �	Æ ' z'*,L2(‹�0L2(+&3Nf"ˆ(+�C7

•

(+ '�

‚

"%†>*,"%5'†>�CN€H'83(,&9$'83&9�1* � �
�

"%5'I’7

•

v�
Æ

È 5•@E&3�>Å 7

•

� �Jq �&�&
�"%5'I � �xq ��Á&
GM-ÅF�� #"D@>�

0 � I � � E � (v1) � � hWLJ (1): � �Jq �"Ã&


*x&35'�1� E � (v) = h
P N � 1

i=0 Pi (vi )
•

7>*4"%5s• v 2 Y� (a) � L,�1� � �xq � �$
 
GM®Å��� #"D@>�

h
X

i 2 G1 (u � )

�
Pi (vi

� ) � Pi (vi
1)

�
+ h

X

i =2 G1 (u � )

�
Pi (vi

� ) � Pi (vi
1)

�
� � hWLJ (1): � �Jq �&� 


*x&35'�1� t 7! Pi (t)
"<(,(+"%&95JL|&3(,L€NO&95'&3N|H'N�"<( vi

1
MJÅF� L,�1� (, #"<(|(, '� 89�

•

(| #"%5JI L2&9I'�f7

•

(+ '�

"%;�7A@>�O&95'�
�

H#"%89&)( • &3Lv" L2H'N�7

•

(4ÅF765J7>5'5'�0†s"<(+&)@>�/(+�0*,NOL1q

�

�}¿E5J7�Å (+ #"<( vi
1 � 1 q

�

L2&95'†

(, '���17>5s@>�hwx&3( ••7

•

Pi
7>5 (0; 1]M'7>5'��7>;J(+"%&95JL

8i 2 G1(u� ); Pi (vi
� ) � Pi (vi

1) � C(vi
� � vi

1)2; � �Jq �&�&


Å4 '�0*,� C L‰(!"%5'IJL �  '�0*,�€"%5'I6;��1837�ÅJ


•

7>*‹"f†>�05'�1*2&9�-�17>5JL2(!"<5•(MÅ4 '&9�! 6I'7x�0Lk5'7<(kI'�0$=�05'I
7>5

h q

�

&3(, � �Jq �&� 
‡"%5JI � �Jq �$� 
GMBÅ��-7>;J(+"%&95 vi
� � vi

1 � C� �
�

•

7>*uL,7>NO���17>5JL2(!"<5•( C q�È 5'L,�0*2(,&95'†

(, '&9Lu&35

•

7>*,N?"<(,&97>5O&95 � �Jq �$� 
�"%5'I � �Jq �&�&
GMx7>5'�C7>;J(+"%&95JL (� �
� )2 h %‡"%*2I (G1(u� )) � O(h): 'ŠL

h %‡"%*,I (G1(u� )) � L1 > 0 M-Å��- #"D@>�

0 < � �
� � C

p
h: � �Jq �$� 


%�7>8389�0�0(+&35'† � �Jq �&� 
GMG� �Jq �$� 
v"%5JI � �Jq �&� 
hM�ÅF��&35

•

�1*�(+ #"ˆ(€(+ J�1*,�f�Gwx&9L‰(+L/"6�07>5'L‰(!"%5s( C &95'IJ���

$��15'IJ�15s(’7

•

h L,HJ�! �(+ #"<(1M

•

7%*f"%838 i &95 G1(u� ) [ G2(u� ) M�ÅF�6 #"D@%� jvi
� � vi

1j � C� �
�

M

L27

8i 2 G1(u� ) [ G2(u� ); jvi
� � vi

1j � C
p

h;

8i 2 G3(u� ); vi
� �

C
h1=14

:
� �Jq �$� 


*E(,�1$(ÁGÆ!%‡"<*,I G3(u� ) = 1 Æ

'#7>*’"%5s• i 2 G1(u� ) [ G2(u� ) MOÅF�ŽL,�1�S(+ '"<( vi
1

"%5'I vi
�

;��1837>5'†‘(+7�(+ J�Ž&35s(+�1*‰@<"%8

(0; 1 + C
p

h] MŒ7%5(Å4 '&9�! WLJ
"%5JI Pi

"%*,�|�07>5s@>�hwŒq�*x7�&95J�
�

H#"%83&3( • � �xq � �$
4&3LŠ@<"%89&3I

•

7%*e"%838

i 2 G1(u� ) [ G2(u� ) M#&Zq �<q

•

7>*4"%838 i =2 G3(u� ) q

¾

 •H'L0M � �Jq �&� 
�&9NO$'83&9�1LF7>5’(+ '��7>5'�C '"%5'I

C h
X

i =2 G3(u � )

(vi
� � vi

1)2 � h
X

i =2 G3(u � )

�
Pi (vi

� ) � Pi (vi
1)

�
� � hWLJ (1): � �JqŸÀ“Â�Â 


T�M�K



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

�

5_(, '�f7<(+ '�0*v #"<5'I M

•

7>*-"%5s• i 2 G3(u� ) M Pi (vi
1) � Pi (1) = WLJ (1) + F i

� � F�
"%5JI M

Å4&)(+ � �Jq �&� 
hM

Pi (vi
� ) � WLJ (vi

� ) + F i
� � F� � WLJ

�
C

h1=14

�
+ F i

� � F� :

È 5'L2�1*‰(+&95J†O(, '&9Lu&35

•

7>*,N?"<(,&97>5�&35 � �Jq �&� 
hM-ÅF�v7>;x(!"%&35

%‡"%*2I G3(u� )
�

WLJ

�
C

h1=14

�
� WLJ (1)

�
�

X

i 2 G3 (u � )

�
Pi (vi

� ) � Pi (vi
1)

�
� � WLJ (1):

*x7JM

•

7%* h L,N?"%898��15'7>HJ†> M™%‡"%*,I G3(u� ) � 1 qaÈ

•

G3(u� ) = ; M (+ J�15 MaÅ4&3(, 9� �Jq¢À�Â�Â 
hMJÅ��

7>;x(!"%&35

0 < a � � � = h
N � 1X

i =0

vi
� � vi

1 �
p

L

vu
u
t h

N � 1X

i =0

(vi
� � vi

1)2 � O(
p

h);

"%5JIdÅF���17>NO�k(+7O"/�17%5•(,*+"%IJ&9�0(,&97>58Å4&3(+ a > � M = lim
h! 0

� �
q *x78%‡"%*,I G3(u� ) = 1 M'"%5'I	Å��

I'�05'7%(,�v;s• i �
&3(+LuHJ5'&

�
H'��&95JI'�Gw Æ G3(u� ) = f i � g q

È

•

F i �
� > F�

M=89�0( i0
;��/"%5 &35'I'�hw L2H'�! 
(+ #"<( F i 0

� = F�
q�#F•6�Gwx�! #"%5'†%&95'† vi �

�
"%5JI vi 0

�
M

7>5J���1"%5�837�ÅF�1*/(, '���05'�1*2†%• 7

•

v�
q

¾

 '&9L„&9L„&35 �07>5s(+*+"<I'&9�G(+&97%5 Å4&)(+ �(+ '�

•

"%�G(O(, #"<( v�
&9L

NO&95'&3N?&3•1�0*1q
*x7 F i �
� = F�

q

*E(,�1$�odÆ�È IJ�15s(+&)z#�D"<(,&97>5 7

•

(+ J�

‚

"%†%*+"%5'†%�eN|H'8)(+&9$J89&9�0*MÆ

�

�� #"D@%�

a � � M = a � � � + o(1) = o(1) + h
X

i =2 G3(u � )

�
vi

� � vi
1

�
+ h

�
vi �

� � vi �
1

�
:

�

&)(+ � �Jq �&� 
hM�ÅF�/L,�0�„(, #"<( h
X

i =2 G3(u � )

�
vi

� � vi
1

�
= o(1) q

�

&)(+ � �Jq �$� 
GM!Å��„ #"D@>� vi �
1 = 1 M

L27 a � � M = o(1) + hvi �
�

q±ÄŠ�05'�1�<M

vi �
� � h! 0

a � � M

h
;

Å4 '&3�! S&9NO$'89&3�1L � �Jq ��Á 
hq�'ŠL�"f�17%5'L,�
�

HJ�15'�0�%M W 0
LJ

�
vi �

�

�
� Ch7 q�'#*,7%N � �Jq �&� 
GM±ÅF�/7>;J(!"<&95

� �
� = W 0

LJ

�
vi �

�

�
q *x7'M

•

7>* h L2Nf"<898 �05'7>H'†> ŒMKÅ��- #"D@>� � �
� 2 (0; h] "%5'I M#L2&95'�0� h

P
vi

� = a M

(, '�

‚

"%†>*,"%5'†>�ŠN|H'83(,&9$'83&9�0* � �
�

L+"ˆ(+&9L‰z#�1L � �Jq ��Â 
hq
*E&95'�0� � �
MEI'�0z'5'�1I’;s•

‚

�0N?N?" �JqŠÁJq �xME&9Lp(+ '�

H'5J&
�

H'�-L,7>83HJ(+&37>5 7

•

� �Jq ��Â 
GM®Å��- #"D@>� � �
� = � �

q�%�7>8983�1�0(,&95'†|(, '&9Lu�
�

H#"%89&)( • Å4&3(, � �Jq �&� 
hMKÅ��

7>;x(!"%&35 � �Jq � �&
Gq �

T�M 	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

-/.�
+.�
 354769CJ8O:�H+M)8DP A�<DHJL7P16�E 8OL7LJM)<D8DA)4

�

�?L2(,H'IJ•_&95S(+ '&3L€L,HJ;'L,�0�0(+&37>5…(, '�f$'*27>;'83�1N � �xqŸÀ�À�
Gq

�

�cÅ4&9838yL,�1�?(+ #"<(-(+ J&9L€�07>H'$'83�1I

$'*27>;'83�1N•MF(+ J7>H'†> 5#"<(,H'*+"<8\M� '"%L’" 	j"“Å�quÈ 5 7%*,I'�0*�(+7�&98389H'L‰(+*+"ˆ(+�’(+ '&3L

•

"%�0(1MPÅ��S*2�1L2(,*,&3�0(

7>HJ*,L,�083@%�1L�(+7 (+ '�„�1"%L,� f � 0 � L,�0�

�

�1N?"%*X¿ �JqŠÁJq � ;��1837�Å

•

7>*e(, '�„�D"%L2� f 6= 0
Gq

�

�O"%89L27

"%L2L,H'NO�C(+ #"ˆ(

a > L;
;��1�1"%H'L,��7%(+ '�0*XÅ4&3L,�F(, '� N?&35'&9NO&9•0�1*,LŒ7

•

(+ J���17%5•(,&95•H'H'N "<5'I/"<(,7>N?&3L2(,&9� $'*27>;'83�1NOL{"%*2�F� � H#"%8

"%5JI 5'7 L,&35'†>H'89"%*,&)( • "%$'$��D"<*,L1M‹"%5JI &)(’&9L (+ '�0*,�

•

7>*,�Ž5'7%(•&95s(,�1*,�0L2(,&95'†�(+7 H'L,�…" �07>H'$'83�1I

NO�0(, '7xIŒq

�

�„"%L,L2H'N?�v(+ #"<( 
 = (0; L) &9Lk$#"%*2(,&3(,&97>5'�0I &95s(,7f(4Å�7’L2H';'L,�G(+L 
 M
"<5'I 
 � =


 n 
 M
Mj"<5'I•(, #"<(1M

•

7>*uL,&3N?$J89&9�0&3( •%M


 � = (0; K h]; 
 M = (K h; L):

�

�YÅ4&9838yL,�0��&95

�

�0Nf"%*X¿ �JqQÁxq‹Ã’;=�0897�Å (+ #"ˆ(v(, '�f(+*2�D"<(,N?�05s(€7

•

(, '�f†%�15'�0*+"%8 �D"%L2�

•

7>83897�Å4L

�hw'"<�0(+8)•?(, '�eL,"%N?�k89&95J�1L1q

�

H'*u"<&9N &9L (+7|L‰(+H'Ix•f(+ J�eN?&35'&9NO&9•1"<(+&37>5/$'*27>;'89�0N � �Jq¢À�À�
hMBÅ4 '�0*,�

(, '� @%"<*,&:"ˆ(+&97%5#"%8pL,$#"<�1� X c(a; 
 M ) &3L|I'�0z'5'�1I ;s• � �Jq � 
hMJÅ4&3(, X W (
 M ) = SBV(
 M ) M

"%5JIGÅ4 J�1*,�C(, '�C�17>*2*,�0L,$�7>5'I'&35'†„�15'�0*,†%• Ec
&9L‡†%&3@>�05’;•• � �Jq¢À�Â 
hM®Å4&3(, W � WLJ

q

¾

 '�œ¿<�0•

&35'†>*,�0I'&9�05s(e7

•

(, '�|N?"<(+ J�1N?"<(+&3�D"%8K"%5'"%83•EL,&3LŠ&3LŠ(, '�

•

7>83897�Å4&95J†O7%;'L,�0*2@<"<(+&37>5 q

‚

�0(eHJLe�! '7E7>L,�

x0 2 
 M
"%5'I 83�0(uH'L��17>5'L2&9I'�0*�(+ J�e�17>5xz#†>H'*,"<(+&37>5'L u1 2 X c(a; 
 M ) "%5'I u2 2 X c(a; 
 M )

I'�Gz#5'�0I6;s•

8i 2 f 0; 1; : : : ; K g; ui
1 = ih; 8x 2 
 M ; u1(x) = x + (a � L)H (x � x0);

8i 2 f 1; : : : ; K g; ui
2 = ih + (a � L); 8x 2 
 M ; u2(x) = x + (a � L)

� �xqŸÀ�Â®À�


"%5JI u0
2 = 0 q

�

&3(+ J&95f(, '���17>5Jz'†>H'*+"ˆ(+&97%5 u1
� *2�1L2$ q u2


GM#"

•

*,"%�0(,H'*,��"%$J$=�1"%*,Lu&35 
 M
� *,�1L2$ q

&35 
 �

Gq

�

�„ #"D@>� Ec(u1) = Ec(F 2 
 M ) = L WLJ (1) "%5'I Ec(u2) = Ec(F 2 
 � ) =
L WLJ (1) + h + O(h7) M'L27

Ec(F 2 
 � ) > Ec(F 2 
 M ): � �xqŸÀ�Â&�&


*x7JMJ&

•

(, '�e�05'�1*2†%•�&3L‡I'�0z'5'�1I’;s• � �JqŸÀ“Â 
GMx"

•

*+"%�G(+H'*2�e�17%L2(+L�89�1L2Lu�15'�0*,†%•8Å4 '�15’&)(�83&9�1LF&95 
 M
� F 2 
 M


u(, #"%5(Å4 J�15 &)(Š83&9�0L‹&35 
 �
� F 2 
 �


hqmÄ‹�15'�0�%Mj(+ '�

•

*+"%�G(+H'*2�v7

•

(+ '�vN?&35'&9NO&9•0�1*,L

7

•

� �Jq¢À�À�
F"%$'$��D"%*2L‹&35 
 M
Mj"%L4L2(+"<(+�0I�;s•�(, '�

•

7>89837�Å4&35'†|83�1NONf"Jq

�

B� � � ���

	

�

	

e}^ˆg h mGXOR%]V]kWGbŒ^ˆd�vˆU"0vTVU#W X/YVb#YVX/Y��ˆWGg+m ^…s}y�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:":��…R%g!WŽ^…s•T U#W

sD^ˆghX

ui = ih 8i 2 f 0; 1; : : : ; K g; � �Jq¢À�Â�Á 


u(x) = x +
X

i 2 �

~vi H (x � x i ); 8i; x i 2 (K h; L); ~vi > 0; � �JqŸÀ“Â%o(


�yYVTVU I � N R%b�`

X

i 2 �

~vi = a � L ,

T�”LM



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

�

��

� �

��

� �

��

� �

�

�

� �

�	

	 



�

�

�

�



 �

x


 �


 M

u(x)
a

L
" #&%�'

�JqŠÁ %

�


��	���	
��	24�!*3��, ��*����� ��!
 ��� @������E@

� ������� �

*x&35'�1�e(, '��N?&35'&9N|HJN 7

•

WLJ
&3L4"<(,(+"%&95'�0I•"<(+À>M-ÅF�v '"A@%�

Ec(u) � K hWLJ (1) + (L � K h)WLJ (1);

Å4&)(+ ‘"•L2(+*2&9�G(€&35'� � H#"%83&3( •S&

•�•

7>*-L,7>NO� i 2 f 0; 1; : : : K � 1g M

ui +1 � ui

h
6= 1: ��7%*,�17A@%�1*1M

(, '&9L‡@<"%83H'�C&9Lu"ˆ(,(!"<&95'�0I Å4 '�15 u &3Lu7

•

(+ '�

•

7>*2N � �JqŸÀ“Â%o(
GqK%�7>5s@>�0*,L,�083•%M�&

•

u &9L‡"„NO&95J&9NO&9•1�0*1M

ÅF�v5J�1�1�0L,L,"%*,&383•  #"D@%� � �JqŸÀ“Â�Á 
GM'"%5'I (+ '��*2�1L2(,*,&3�0(+&37>5’7

•

u (+7 
 M
&9L‡(, EHJLk"/NO&95'&3N?&3•1�1* 7

•

I K h;L
M (a � K h) = inf

� Z L

K h
WLJ (u0); u 2 SBV(K h; L); u0 > 0;

1
u0

2 L12(K h; L); u(K h) = K h; u(L) = a
�

:

r

7�Å�M

¾

 '�07>*,�0N �JqŠÁJq¢À�&3N?$'83&9�0LŒ(+ #"ˆ( "‹N?&35'&9NO&9•0�1* 7

•

(+ '&3L}$'*27>;'83�1N L+"ˆ(+&9L‰z#�1LI� �Jq¢À�Â%o 
Gq �

�

B� �*�������

	

�

K �

U#W
[,RˆmAW6^…s�R vEWGbŒWGg,R%] mAWGT 
 �
XOR%l )GW•T g+W,R%T W,`…]aY �sW��yY9mAWo,

�

U#WGb-0vR%b#l

X/YVb#YVX/Y��ˆWGg€^…sPy�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:":��€m1R%TZY9m �‡W!m �

ui +1 � ui = h 8i mo,9TŽ, ih 2 
 �
R%b�` ih + h 2 
 � ;

u0 = 1 +
X

i 2 �

~vi � x i
YVb 
 M ; 8i; x i 2 
 M ; ~vi > 0; R%b�`

X

i 2 �

~vi = a � L:

¾

 '�Š"%;=7A@%�e"%*2†>H'NO�15s( L, '7�Å4LF(, #"<(1Ms&95„(+ '�‹L,&3N?$'83�1L‰(F�1"%L,�$Å4 '�0*,�MÅF�‹�Gwx$=�0�0(‡"

•

*+"<�0(+HJ*,�

7

•

(+ '��N?"<(+�0*,&9"%8\M

•

7>*4"%5s•’$#"%*‰(+&3(,&97>5 7

•

(, '�vIJ7>Nf"<&95 
 &35s(+7?"„*2�1†>HJ8:"%*uI'7%Nf"%&35 
 M
"%5JI6"

L2&95'†>HJ8:"%*‡7%5'� 
 �
M'(, '�

•

*+"%�G(+H'*2�-5'"<(+H'*,"%898)•�"<$'$=�1"%*,Lu&35 (+ '��*,�0†>H'89"%*u7>5'�<q

ÄŠ�05'�1�<Mt&

•

(, '�

•

7>89837�Å4&35'† "%83†>7>*2&3(+ JN &3L-HJL,�1IŽ(+7•�17>NO$'HJ(,�O"%5…"<$'$'*,7Dwx&9N?"<(,&97>5
7

•

u�
Æ

&35'&3(,&:"%83&9•1� 
 �
(+7 ; M

À>q+*E7>83@%� � �Jq¢À�À�


•

7>* 
 M = 
 n 
 �
M

�xq$'}&95'I�(, '��L,�0($Å4 '�0*,�C(+ J�CL,7>83HJ(+&37>5 uc
7

•

� �JqŸÀAÀ�
F #"%L4"/89"%*,†>�kI'�1*2&3@<"<(+&)@>�<MJ�15J8:"%*2†>� 
 �
�07>*,*2�1L2$=7>5JI'&95'†%83•�&

•

5J�1�1�0L,L,"%*2••"%5JI�†>7„;#"<�1¿�(+7GÀ>M

T�”j”



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

(, '�15 
 �
�17%5•@%�1*2†>�1Lf(,7 
 Mp;=�0�D"%HJL,�%M�"<(?�D"%�! L‰(+�1$ŒM (, '� "%;�7A@>�6"%89†>7%*,&3(, 'N �07>NO$'HJ(+�0L�"

L27>89HJ(,&97>5_ #"D@E&95'†6"6L,&35'†>H'89"%*,&)( •
&95Ž(+ '�?L,�0( 
 M
q

¾

 '��8:"ˆ(+�1L‰(€&)(+�0*+"<(,&97>5'Lv"%*2�O(, '�1*2�

•

7>*2� "%L

�07>L2(,83•’"%Lu(, '��I'�0(,�1*,NO&95'"<(+&37>5�7

•

(+ '�-"<(,7>NO&9L2(,&9�ŠL,7>83HJ(+&37>5 q

� 
B� �*�������

	

�#�

i � R%l R%g+^ˆdEb�`6T U#WfR")G^H2%Wf`%Y � [GdE]aTZl•X/Y¢vˆUETL)GWOT ^6R%]V]9^�� TVU#W/mAWGT 
 �
T ^

m!UEghYVb���)!RE[ �-Y s‹T U#W-[!^ˆXLy�dxT W,`€X/YVb#YVX/Y��ˆWGg‡UJRTy"y#WGbJm‹T ^�)GWŠg+Wwv%dx])R%gCWGbŒ^ˆdAvˆU 
 YVbfmA^ˆXfW4mAWGbJmAW �

YVb 
 �
, �-^���WT2%WGgS0 ��W„UJRA2%W?bŒ^ˆTœ)GW!WGb R")1]9W?T ^�mA^ˆ] 2%WOTVU#W’`%Y � [GdE]aTZl �yYVT U_TVUEY9m R%]aT WGghb�R%TZY
2%W

mGT g2R%T Wwv%lA,

� 
B� �*�������

	

�

• �

U#W�y�g+W![!W,`%YVbBvCR%b�R%]alAmGY9m‹[,R%b8)GW4[,R%ghghY\W,`€^ˆdET YVb„TVU#WŠ[,RˆmAW4^…s�RJsD^ˆg![!W f 6= 0
m1R%T Y9m_shl<YVbBv f 2 C0(
) ,

#

WGT}d•meRˆm!mGdEXfW‹T UJR%T a > � M ; �{U#WGg+W � M
Y9mk`EW �pbŒW,`�)1l 
XNA,
?

n

��0}R%b�`

TVUJR%T inf
x2 
 M

Fc(x) = inf
i 2 J �

F i
c

0 �{U#WGg!W Fc
Y9mŠ`EW �pbŒW,`•)1l 
XNA,
:K= �-R%b�` 
XNA,
:�< �A,

#

WGT Ec(F 2 
 M )

 g+W!m4ym, Ec(F 2 
 � ) ��)GWfT U#W•WGbŒWGg’v%l_^…s�R [!^ˆb ��v%dEg2R%TZY\^ˆb �yYVTVU�R�shg2RE[GTZdEg+W�YVb 
 M


 g+W!m4ym,


 �
�A,

�

U#WGb TVU#W-YVbŒW^]1d'R%]aYVT l 
XNA,
:BpH@ �vU#^ˆ])`ˆmo,

-/.�
+.�� � =?< EJ> �76�E A�<DHJLKPB6�E 8OL7L7M
<D82A
4

È 56(+ J&9LkL2H';'L2�1�0(,&97>5ŒMmÅ��€$'*,7>$�7>L2�|"8Å�"D•6(+7f;'H'&983I "f�07>H'$'83�1I $J*,7>;'83�1N
(+ '"<(e*2�1NO�1I'&3�1L

(,7O(, '��I'&3“O�1HJ83(+&3�1L‡7%;'L,�0*2@>�0I &95�(, '��$'*,�G@E&97>H'L4L2H';'L,�0�0(,&97>5 q

�

��"%†s"%&35€"<L,L,HJN?�<M

•

7>*K(+ J�F(+&3N?�p;��1&35'†'MA(+ #"ˆ(}(, '��$#"<*2(+&)(+&37>5 
 = 
 M [ 
 �
&3L{†>&)@>�05 q

�

�

L2 '7�Å &35

¾

 '�07>*,�0N �xqQÁJqQÃ�(, #"<(F(+ '�ŠN?7EI'&3z'�1IO�17>H'$J89�1I?@%"<*,&:"ˆ(+&97%5#"%8'$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á 
y&9LEÅF�1898 �

$�7>L,�0I qBÈ 5

¾

 '�17%*,�1N �JqŠÁJq �JM�ÅF�kL, J7�Å (, #"<(F&3(,LFL27>89HJ(,&97>5„&3L�"��17>5s@%�1*,†%&95'†/"<$'$'*,7Dwx&9N?"<(,&97>5/7

•

(, '�kL27>89HJ(,&97>5O7

•

(, '�Š"<(+7>NO&9L‰(+&3�u$'*,7>;J89�1N � �Jq �&
GME"%5'I?&95 *xH';'L2�1�0(,&97>5 �JqŠÁJq‹ÃEMbÅF�LÅ4&3898'$'*27>$�7>L,�

"„I'�0z'5'&3(,&97>5 7

•

(+ J�-$'"%*2(,&3(+&37>5 � L2�1� �k�Gz#5'&3(,&97>5��JqŠÁJq¢À�;=�0897�ÅJ
Gq

¾

 '�C@<"%*,&9"<(+&37>5#"%8�L,$#"<�1�+Å��œÅF7>*^¿ Å4&)(+ ’&9L X c(a; 
 M ) I'�0z#5J�1I6;s• � �Jq �&
™Å4&3(+ 

X W (
 M ) =
�

u; u 2 W 1;1(
 M );
1
u0

2 L12(
 M )
�

:

'ŠLk"%5J5'7>H'5'�0�1I•&95 (+ J�&È 5s(,*,7EI'H'�0(,&97>5ŒMJ(+ '��NO7xIJ&3z#�0I �17>H'$J89�1I•�15J�1*,†<•’&9Lu†>&)@>�15’;s•

E ����� (u) = h
X

i 2 J �

WLJ

�
ui +1 � ui

h

�
� h

X

i;ih 2 
 �

ui f (ih ) +
Z


 M

W h
LJ (u0) � uf ;

Å4&)(+ 

W h
LJ (r ) = WLJ (r ) +

p
h � (r � r 0):

Ä‹�1*,�<M r0
&3L�"%5s•
*,�1"%8y5•H'N|;��1*�&95 (1; r c)

"<5'IŽ(, '�

•

H'5'�G(+&97%5 � &3L�" *,�1†%H'8:"%*2&9•1"<(+&37>5 7

•

(+ '�

•

H'5J�0(+&37>5 t 2 R 7! t+ = max(0; t) � &35 $#"%*2(,&9�0H'8:"%*0MJ&)(4I'7x�0L45'7%(4I'�0$=�05'I67>5 h 
Gq

¾

 '�
�15J�1*,†<• E ���	�

IJ& �=�1*,L

•

*,7>N (+ '�65#"<(+HJ*+"%8Š�17>H'$J89�1I �05'�1*2†%• Ec
†>&3@%�15 ;s• � �JqŸÀ“Â 


;s•�(, '�6HJL,�
7

•

(, '�6�05'�1*2†%•�I'�05'L,&)( • W h
LJ

&95JL2(+�1"%I�7

•

WLJ
7>5�(, '� �07>5s(+&95•H'HJN I'7%Nf"%&35


 M
q

‚

�0(eHJLk�Gwx$'89"%&95•(+ '&3Lk�! '7%&9�1�<MŒ"<L,L,HJN?&35'†?(, #"<(k(, '�1*2�/"%*2�€5'7?;=7EIJ•

•

7>*,�0�1L0q�'u�1�07>*,IJ&95'†

(,7�(, '� I'�Gz#5'&)(+&97%5 � �Jq¢À��&
hMF(+ J�
�15'�0*,†%•�7

•

(+ '�

•

*,"%�0(,H'*,�0I �07>5Jz#†%H'*+"<(,&97>5JL � �Jq¢À�Â-À�
O*,�1"%I'L

T�”�T



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

E ���	� (F 2 
 � ) = LWLJ (1) + h + O(h7) "<5'I E ���	� (F 2 
 M ) = LWLJ (1) + (a� L)
p

h M

L27

E ����� (F 2 
 � ) < E ����� (F 2 
 M ): � �xqŸÀ�Â�Ã&


È

•

ÅF�€�07>N?$'"%*,� � �Jq¢À�Â �$
‹"%5JI � �xqŸÀ�Â�Ã&
GM�ÅF�€L,�0�€(+ '"<(DM�Å4&3(, �(, '�€NO7xIJ&3z#�0I�I'�Gz#5'&)(+&97%5�7

•

(+ '�

�07>H'$'83�1I �15J�1*,†<•>M#"

•

*,"%�0(,H'*,�e�07>L2(,Lu5'7�Å 83�1L2L‡�15'�0*,†%•8Å4 '�15’&)(‡89&3�1LF&95 
 �
(+ #"%5 Å4 J�15’&3(�89&9�0L

&35 
 M
q

‚

�0(eHJLk5'7�Å "%L2L,H'NO�€(+ '"<(Š(, '�€L27>89Hx(+&97%5 u�
7

•

(+ J�|"<(,7>N?&3L2(,&9�C$'*27>;'89�0N � �Jq �&
uL, '7�Å4LC"

•

*,"%�0(,H'*,� � 7>5 (+ '��"<(+7>N i �

GM{"%5'I (, #"<(�ÅF� Å‡"<5•(/(,7
H'L,�’" �07>H'$'83�1I‘NO7xIJ�18p(+7
�17%N?$'Hx(+�

"%5�"%$'$'*27Awx&3Nf"<(,&97>5�7

•

u�
qD'‡(f(, '&9L?$=7>&35s(DMy(+ '��I'7>N?"%&95 
 M

&3L?H'5-¿E5J7�Å45ŒqPÈ 5�7>*2I'�1*O(+7

I'�G(+�0*,NO&95'� ;�7%(+ 
 M
"%5'I "%5 "%$J$'*,7Dwx&9N?"<(+&37>5 7

•

u�
My" $=7%L,L,&3;'89�’"<89†>7>*2&3(, 'N�&9L€(, '�’7>5'�

"%83*,�1"%IJ•�†%&3@>�05’&95 (+ '�C$J*,�0@E&37>H'L4L,H';JL,�1�G(+&37>5 MKÅ4 '&3�! ��07>5'L,&3L2(,L‹&35 &3(,�1*+"ˆ(+&95J†|7A@>�1*u(4ÅF7?L‰(+�0$'L1M

z#*2L2(‹L,7%83@>�-"|�07>H'$'83�1I•$'*,7>;J89�1NhÅ4&3(, 
 M
zJwx�0I M#L,�0�17>5'I�N?7EI'&

•

•O(, '�C$#"%*‰(+&)(+&97%5 "%�1�07>*,IJ&95'†

(,7„(, '�e�07>N?$JHJ(+�0I•L27>89Hx(+&97%5 q�'ŠL,L2H'N?�C5J7�Å (+ '"<(DM#"ˆ(uL,7>NO�eNO7>NO�15s(DMJ"�� �17%*,*,�0�0(��e$#"<*2(+&)(+&37>5

 #"<Lf;��1�15

•

7>H'5'I Mp&35 (, '�6L2�15'L2�6(+ #"ˆ(O(, '� "ˆ(+7>N i �
�
Å4 '�1*2��ÅF�6�hwJ$��1�G(f(, '�

•

*,"%�0(,H'*,�’(+7

(+"A¿%�e$J8:"%�0��
 ;��1837>5'†>Lp(+7 
 �
q '‡(‡(, #"<(FN?7>NO�15s(1MbÅF�LÅ�"%5s(‡(+ J�e"%83†>7>*,&)(+ 'N�(+7€L‰(+7>$ŒMx;��1�1"%H'L,�

(, '��•17%5'� 
 �
&9L€L,"<(+&3L

•

"%�G(+7>*‰•>q

‚

�0(|HJL|�17>5JL,&9IJ�1*€(, '��NO&95'&3N?&3•D"<(,&97>5 $J*,7>;'83�1N�7

•

(, '�?z#*2L2(

L‰(+�1$�7

•

(, '� "%83†>7>*,&)(+ 'N•q

¾

 '� $�7>L,&)(+&37>5…7

•

(, '�

•

*+"<�0(+HJ*,��&3L€L,HJ�! (, #"<(|&)(+L|�05'�1*2†%• �07>L2(|&9L

NO&95'&3Nf"<8\qJÈ

•

7%5'��ÅF7>*^¿•L Å4&)(+ (, '� �07>H'$'83�1I��05'�1*2†%• � �Jq¢À�Â 
GMy(, '�15 MF"%L��hwx$'8:"%&35'�1I &95 (+ '�

$'*2�0@E&97%H'LeL,HJ;'L,�0�0(+&37>5 Mj(+ '�

•

*+"%�G(+H'*2�€&3Lk897E�D"ˆ(+�1I•&95 
 M
M!Å4 J&9�! &3LŠ5'7<(kL,"<(+&3L

•

"%�G(+7>*‰•>q!È

•

7>5'�

ÅF7>*^¿•L�Å4&3(+ „(+ J�‹NO7EI'&3z#�0I„�17>H'$J89�1IO�15J�1*,†<• � �Jq¢À��&
hM>(+ '�05 Ms&95„@E&9�>Å�7

•

� �Jq¢À�Â"Ã&
hM%(+ '�

•

*+"<�0(+HJ*,�

&3L‡897E�D"<(,�1I?&95 
 �
"%5'If(, '�e�17%N?$'Hx(+�1I L27>89Hx(+&97%5f&9LFL,NO7x7<(+ �&35 
 M

MJL27€(+ J�e$#"%*‰(+&3(,&97>5?&9LF5'7%(

H'$�I#"<(,�1I�"%5'I’(+ '�-"%83†>7>*2&3(+ JN L‰(+7>$JL1q

¾

 '�’I'& �=�1*2�15'�0�’;=�G(4Å��0�15 Ec
IJ�0z#5'�0I�;s• � �JqŸÀ“Â 
€"%5'I E ���	�

I'�Gz#5'�0I ;s• � �xqŸÀ��$
v&9L/7

•

7>*2I'�1*

p
h MŒ(, #"<(-&9L�"’L,N?"%838

�
H#"%5s(+&)( • � *2�1�D"<898{(, #"<( h &9Le(, '�O"<(+7%N?&3�|8:"<(2(+&3�1�|$#"<*+"%NO�0(,�1* 
hq

Ä‹7�ÅF�0@%�1*0M �0@%�15 &

•

&3(-&3L-L2Nf"<898\M=(+ '&3L-�07>*,*2�1�G(+&97%5… #"%Lv"%5_&95
	#HJ�15'�0�?7>5Ž(+ '�O�! '7>&3�1�0L€7

•

(+ '�

•07>5'�1L0MjL,&95J�1��&3(‹"%83897�Å4L

•

7>*‡(, '��•17>5J� 
 �
(,7„�17>5s(!"<&95 (+ '�

•

*,"%�0(,H'*,�<q

#��

•

7%*,�„L2(,H'IJ•E&95'†’(+ J�ONO7EI'&3z#�0I
�17>HJ$'89�0I_$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á 
GM�Å��OL2(,H'IJ•
(+ J�O�07>5s(+&35EHJH'N

$'*27>;'83�1N£Å4&3(, ?�05'�1*2†%•OI'�15JL,&3( • W h
LJ

q

¾

 '�

•

7%89897�Å4&35'†

¾

 '�17%*,�1N �
Å4 '&9�! ?&9Lp(+7-;=�‹�17>NO$#"%*2�1I

Å4&)(+ 

¾

 '�17>*2�1N �xqQÁJq¢À�
™Å4&3898 ;��C5'�1�0I'�1I�&95 (+ J�-L2�
�

H'�08\q

�

��
b�<��
®� ���

	

�

%

7F^ˆbJmGY `EWGgeTVU#W/WGbŒWGg’v%l E h
M

`EW �pbŒW,`8)1l

E h
M (u) =

Z



W h

LJ (u0(x)) � f (x)u(x) dx:

#

WGT�dsmCmAWGT � h(x) 2 (0; r c)
mGdj[!U•TVUJR%T W 0

LJ (� h(x)) =
p

h + inf FM � FM (x) R%b�`

� h
M =

Z



� h(x) dx:

F_s � h
M � a 0 TVU#WGb
T U#Wuy�g+^A)1]9WGX

inf
�

E h
M (u); u 2 W 1;1(
) ;

1
u0

2 L12(
) ; u0 > 0 R", Wo, ; u(0) = 0; u(L) = a
�

� �xqŸÀ�Â$� 


T�” 	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

UJRˆm€R?dEb#Y�]1d#W-X/YVb#YVX/Y��ˆWGg��{UEY\[!U’g+W,Rs`ˆm

u(x) =
Z x

0
 (� � + inf FM � FM (s)) ds � �Jq¢À�Â �&


sD^ˆgemA^ˆXfW � � �
p

h R%b�` �{U#WGg+W  Y9mv`EW �pbŒW,` )1l 
XNA,
?BN �A,

F_s � h
M < a; T U#WGb 
XNA,
:Bp"N �|Y9m-bŒ^ˆT‡R%T T\R%YVbŒW,`H0™)1dxT TVU#Wuy�g!^A)1]9WGX

inf
�

E h
M (u); u 2 SBV(
) ;

1
u0

2 L12(
) ; u0 > 0; u(0) = 0; u(L) = a
�

� �xqŸÀ�Â$� 


UJRˆmSR%T|]9W,RˆmGTf^ˆbŒW X/YVb#YVX/Y��ˆWGg>,ŠQŽ^ˆg!W!^H2%WGgS0€T U#W6X/YVb#YVX/Y��ˆWGg+mS^…s 
XNA,
:BpZ< � R%g+W_WXW•RE[GT ]al‘T U#W

shdEbŒ[GTZY\^ˆbJm

u(x) =
Z x

0
� h(t) dt +

X

i 2 �

~vi H (x � x i );

�{U#WGg+W I Y9m€R%b#l [!^ˆdEb#T R")1]9WemAWGT
0�R%b�` ~vi
R%b�` x i

R%g!W-R%b#l?g+W,R%]�b#dEXc)GWGg!mkmGdj[!U’TVUJR%T

X

i 2 �

~vi = a � � h
M

R%b�` 8i 2 I ; ~vi > 0; x i 2 arginf FM :

�

�CLX¿•&9$ (+ '�C$J*,7E7

•

7

•

¾

 '�17>*2�1N �xqQÁJq o'MBÅ4 '&9�! ’&9L4"<5 �D"%L‰•’"%I#"%$x(!"<(,&97>5�7

•

(, '�C$'*27x7

•

7

•

¾

 '�07>*,�0NF�JqŠÁJqŸÀ%q

�

�65'7�Å L‰(+H'IJ• (+ '�
�hwx&9L2(,�15'�0�S"%5'I�(, '�
H'5'&
�

HJ�15'�0L,L’7

•

L,7%89HJ(,&97>5'L?7

•

(+ '�6N?7EI'&3z'�1I

�07>H'$'83�1I•$'*,7>;J89�1N � �Jq¢À�Á 
hq

‚

�0( Fc
;��-IJ�0z#5'�0I6;s• � �JqŸÀ��&
‡"%5'I � �Jq¢À�� 
hM#"%5'I’83�0(4H'L4L,�G(

Fc = inf
�

inf

 M

Fc; inf
i 2 J �

F i
c

�
:

¾

 '��(+ J*,�1L2 '7>83I

•

7>*‡(, '�-"%$'$��D"%*,"%5'�0�-7

•

"

•

*+"<�0(+HJ*,�œÅ4&9838Œ;��-L2 '7�Å��0I�(,7O;��

� ����� =
Z


 M

(W 0
LJ )� 1 �

Fc � Fc(x)
�

dx + h
X

i 2 J �

(W 0
LJ )� 1 �

Fc � F i
c

�
: � �xqŸÀ�Â$� 


�

B� �*�������

	

�

K �

U#W€Xf^1`%Y �‡W,`•[!^ˆd�y�]9W,`•y�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:
	 �’[!^ˆdx])`?UJRA2%WV)GW!WGbSYVb#TZg+^1`%d#[!W,` YVb

TVU#W_[!^ˆb�2%WXW [,RˆmAW10|R%]aTVU#^ˆd�vˆU YVT � Rˆm•bŒ^ˆT€bŒW!W,`EW,` 
 T U#WS[!^ˆd�y�]9W,`(y�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:":��Ž]9W,Rs`ˆm�T ^

m1R%T Y9m_s0RE[GT ^ˆghl_g!W!mGdE]aTVm �A,MFhb T UEY9mS[,RˆmAW10/^ˆbŒW ��^ˆdx])`_UJRA2%WVy�g+^H2%W,`…g+W!mGdx]aTVm•mGYVX/YV])R%g•T ^_T U#^AmAW

v%Y
2%WGb YVb

#

WGX/XOREW�NA,/@B,
:fR%b�`GNA,/@B, 	 R%b�`

�

U#W!^ˆg+WGX NA,/@B,
:",

¾

7„L‰(+H'IJ• (, '��$'*,7%;'89�0N � �xqŸÀ�Á&
GM-ÅF�v5J�1�1I’(+ J�

•

7%89897�Å4&35'†|89�0N?N?"YÆ

�

B� � � ���

	

�

% #

WGT dsmvRˆm!mGdEXfWCTVUJR%T a > � M
0��{U#WGg+W � M

Y9mv`EW �pbŒW,`8)1l 
XNA,
?

n

��0 R%b�`OTVUJR%T

TVU#WuyJR%ghTZYVT Y\^ˆb
Y9mCmGdj[!U T UJR%T
0±sD^ˆgvR%b#l h mGXOR%]V]}WGbŒ^ˆdAvˆU"0pTVU#WGg!W€WXW>Y9mGT m i ����� 2 N�
mGd#[!U•T UJR%T

Fc � F i ���	�

c � Fc + Ch � �JqŸÀAÀ�Â 


T�”�%



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

sD^ˆgemA^ˆXfW|[!^ˆbJmGT\R%b#T C TVUJR%Tu`E^AW!m�bŒ^ˆT�`EW4y#WGb�` ^ˆb h ,

�

U#WGb TVU#WGg!W WXW>Y9mGTVm h0
mGd#[!UŽT UJR%T
0�sD^ˆg?R%]V] h � h0

04TVU#WGg+W WXW>Y9mGT mfR6dEb#Y�]1djW � �����

mGdj[!U

TVUJR%T 0 � � ����� � Ch R%b�`

h
X

i 2 J � ;i 6= i ���	�

 
�
Fc � F i

c + � �����

�
+ h' (Fc � F i � �	�

c + � � � � )

+
Z


 M

 
�
Fc � Fc(x) + � � � �

�
dx = a � �Jq¢À�À�À�


�{U#WGg+W  R%b�` ' R%g+Wv`EW �pbŒW,` )1l 
XNA,
?BN �?R%b�` 
XNA,
?K= �A,

� ������� � ‚

�G( H'L{I'�0z#5J� g����� (� ) = � + Fc � F i �����

c � W 0
LJ

�
p����� (� )

h

�
7>5 [0; 2Ch] MHÅ4 J�1*,�

p���	� (� ) = a � h
X

i 2 J � ;i 6= i �����

 
�
Fc � F i

c + �
�

�
Z


 M

 
�
Fc � Fc(x) + �

�
dx:

'#7>* h L2Nf"<898Œ�05'7>H'†% M g�����

&9L4"<5•&35'�1*2�D"%L2&95'†

•

H'5J�0(+&37>5•"%5'I

g����� (2Ch) � Ch � W 0
LJ

�
a � � M

2h

�
> 0:

'#7>* h L2Nf"%838>�15J7>H'†> M�ÅF�� #"D@%� g���	� (0) < 0 qHÄ‹�15'�0� (, '�1*2�F�hwJ&3L2(,L{"4H'5'&
�

HJ� � ����� 2 [0; 2Ch]
L2H'�! �(, #"<( g����� (� ���	� ) = 0 q �

�

��
b�<��
®� ���

	

�

K �

��&95J&9NO&9•1�0*,LF7

•

(, '��N?7EI'&)z#�1I’�17%H'$'89�0I’$'*,7>;J89�1N 


�

WFRˆm!mGdEXfWpT UJR%T f 2
C0(
 ) ,

F_s a � � � � �

0 TVU#WGb}y�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:
	 ��UJRˆmeR„dEb#Y�]1djWkX/YVb#YVX/Y��ˆWGg u � � �

0��{UEY\[!U�Y9m4mGXf^A^ˆTVU �

TVU#WGg+W/WXW>Y9mGT m C0
YVb�`EW4y#WGb�`sR%b#T�^…s h mGd#[!U’TVUJR%T

ju � � � jW 1;1 (X c ) � C0;
� �xqŸÀ�À��&


�{U#WGg+W j � jW 1;1 (X c )
Y9mv`EW �pbŒW,` )1l 
XNA, 	�@ �A,

F_s a > � M
0�R%b�`?Y s

9i0 2 N�
mGdj[!U•TVUJR%T F� � F i 0

� � F� + C1h; � �xqŸÀ�À“Á 


sD^ˆg?mA^ˆXfW•[!^ˆbJmGT\R%b#T C1 � 0 YVb�`EW4y#WGb�`EWGb#T�^…s h 
 g+W![,R%]V] F�
Y9m•`EW �pbŒW,` )1l 
XNA,Ž=�< � ��0kT U#WGb

TVU#WGg+W WXW>Y9mGT m h0 > 0 mGdj[!U
T UJR%T
0�sD^ˆg?R%]V] h � h0
04TVU#WOX/YVb#YVX/Y��ˆWGg+mf^…s 
XNA,
:
	 �•R%g+W WXW•RE[GT ]al

TVU#WEshdxbŒ[GT Y\^ˆbJm€`EW �pbŒW,`H0KsD^ˆg i ����� 2 N�
mGd#[!U•T UJR%T F i � �	�

c = inf
i 2 J �

F i
c

0P)1l u ����� (0) = 0 R%b�`

8
>>>>><

>>>>>:

u0
�����

(x) =  
�
� ����� + Fc � Fc(x)

�
^ˆb 
 M ;

ui +1
�����

� ui
� � �

h
=  

�
� ����� + Fc � F i

c

�
sD^ˆg-R%]V] i 2 N� ; i 6= i ����� ;

ui ���	� +1
�����

� ui ���	�

�����

h
= '

�
� ����� + Fc � F i ���	�

c

�
;

� �xqŸÀ�À1o(


�{U#WGg+W � �����

Y9m€`EW �pbŒW,`8)1l

#

WGX/XORGNA, 	b,QR!,

T�”�K



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

� 
B� �*�������

	

�

	

F
s � ����� < � M
0

�

U#W!^ˆg+WGX NA, 	b,
? `E^AW!m
bŒ^ˆT?RTy"y�]al�T ^ a 2 (� ����� ; � M ] ,

c-^ˆT WkU#^���WT2%WGgeT UJR%T lim
h! 0

� ����� = � M
0yTVUEdsmvR%]V]�)G^ˆdEb�`sR%ghlf[!^ˆb�`%YVTZY\^ˆbJm a R%g+W-RˆmGlˆXLy�T ^ˆT Y\[,R%]V]al

[!^H2%WGg+W,`",

� �������™���

�

� 
B�<��
B� ���

	

�

K

� ¾

 '�k$'*27x7

•

&35O(, '�Š�1"%L,� � ���	� � a
•

7>89837�Å4L (, '�‹L+"%NO�Š$'"<(,(,�1*,5

"%L|(, '��$'*27x7

•

7

•

¾

 '�17%*,�1N �JqŠÁJqŸÀ � &95…(, '���1"%L,� � M � a
hq

�

� �17>5'�0�15s(+*,"<(+� 7%5 (+ '���1"%L,�

a > � M
q

‚

�0(‹H'L4L,�G(

P c
x (t) = W h

LJ (t) +
�
Fc(x) � Fc

�
t; � �xqŸÀ�À�Ã&


P c
i (t) = WLJ (t) + (F i

c � Fc)t;
� �xqŸÀ�À � 


"%5JI M

•

7>* i 2 N�
M

vi
1;c = (W 0

LJ )� 1
�
Fc � F i

c

�
: � �xqŸÀ�À��&


'#7>* x 2 
 M
M-ÅF�€"%83L,7„I'�Gz#5'� � c

x 2 (0; r c)
L,H'�! •(+ #"<(

W 0
LJ (� c

x ) =
p

h + Fc � Fc(x): � �JqŸÀAÀ�� 


'ŠL‡&95O(+ '�Š$'*,7E7

•

7

•

¾

 J�17>*2�1N �JqQÁxqŸÀ>M"ÅF�kz#*2L2(u*2�

•

7>*2N|H'8:"ˆ(+�u(+ '�Š�15'�0*,†%• E ���	�

MBÅ4 '&3�! �*,�1"%I'L

E ���	� (u) =
Z


 M

P c
x (u0(x)) dx + h

X

i 2 J �

P c
i

�
ui +1 � ui

h

�
+ a

�
Fc � Fc(L)

�
:

‚

�0(‹H'L4�07>5'L,&3I'�1*u(, '��$'*,7>;J89�1N

I ���	� = inf
�

E ����� (v); v 2 Yc(a; 
 M )
	

; � �xqŸÀ�À � 


Å4 '�0*,� E �����

&9Lu†>&)@>�05�;s•

E ���	� (v) =
Z


 M

P c
x (v(x)) dx + h

X

i 2 J �

P c
i (vi ); � �xqŸÀ��ZÂ 


"%5JIdÅ4 '�0*,� Yc(a; 
 M ) &9Lu†%&3@>�05�;s•

Yc(a; 
 M ) =

8
>><

>>:

v; v 2 L1(
 M );
1
v

2 L12(
 M ); vj J �
&3L‡(+ '��I'&3L,�0*,�0(,��L,�0(

7

•

@<"%*,&9"%;'83�1L (vi ) i 2 J � ; v > 0;
Z


 M

v + h
X

i 2 J �

vi = a

9
>>=

>>;
: � �xqŸÀ��BÀ�


%�83�D"%*283•>M I ����� = I ���	� + a
�
Fc � Fc(L)

�
"%5'I u &3Le"�NO&95'&3N?&3•1�1*47

•

� �Jq¢À�Á 
‹&

•

"%5'I
7>5J83••&

•

v M#I'�Gz#5'�1I�;s•

8x 2 
 M ; v(x) = u0(x) "%5'I 8i 2 N� ; vi =
ui +1 � ui

h
;

&3LŠ"/NO&95'&3N?&3•1�0*F7

•

� �xqŸÀ�À � 
Gq

T�”

�



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

*E(,�1$ ÀcÆ ' 837�Å��0*‹;�7>H'5JI•7%5•(, '�-"<(+7>NO&9L‰(+&3�kI'�

•

7>*,N?"<(+&37>5 Æ

‚

�0( un
;=�-"„N?&35'&9NO&9•0&95'†-L,� � H'�15'�0�€7

•

$'*27>;'89�0N � �xqŸÀ�Á&
‡"%5'I•89�0( vn
;���(, '�-"%L,L27x�0&:"<(,�1I

NO&95'&3N?&3•1&35'†eL,� � H'�15'�0�C7

•

$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�À��&
Gq *x&35'�1� un
&3L�"%5?&95'�0*,�1"%L,&35'†

•

H'5J�0(+&37>5 M"ÅF�k #"D@>�

0 � vi
n � a=h

•

7>*-"%838 i &35 N�
q�*x7'MKH'$Ž(+76"•L2H';'L,� � H'�15'�0�’�GwE(+*,"%�0(,&97>5 M�ÅF�f�1"%5 "<L,L,HJN?�

(, #"<(4(+ '��L2� � H'�15J�1�

�
vi

n

�
n

�07>5s@>�0*,†>�0L1q

‚

�G(4H'L‹L,�0(

a1
� = lim

n! + 1
h

X

i 2 J �

vi
n : � �xqŸÀ��$�&


'ŠL

Z


 M

vn + h
X

i 2 J �

vi
n = a M®Å��-�D"%5�"%83L,7/I'�Gz#5'�

a1
M = lim

n! + 1

Z


 M

vn (x) dx = a � a1
� : � �xqŸÀ��ZÁ 


‚

�0(‹H'L4�0L2(!"<;'89&3L, •"O837�Å��0*u;=7>HJ5'I�7%5 a1
�

q±'#7>*4"%838 t > 0 M-ÅF�- #"D@>�

P c
x (t) � P c

x (� c
x ) +

p
h (t � � c

x ); � �xqŸÀ��ˆo(


P c
i (t) � P c

i (vi
1;c);

� �xqŸÀ��AÃ&


Å4 '�0*,� P c
x

M P c
i

M � c
x

"<5'I v1;c
"%*,�/I'�Gz#5'�0I…;s• � �xqŸÀ�À�Ã&
GMD� �Jq¢À�À�� 
hMO� �xqŸÀ�À � 
k"%5'I � �xqŸÀ�À��&
Gq

�

�

5'7�Å �07>5'L2&9I'�0* � �Jq¢À��AÂ 
™Å4&)(+ v � vn
q

�

&3(+ � �JqŸÀ��<o(
‡"%5'I � �JqŸÀ���Ã&
GM®Å��-7>;J(+"%&95

I ����� �
Z


 M

P c
x (� c

x ) dx +
p

h
�

a1
M �

Z


 M

� c
x dx

�
+ h

X

i 2 J �

P c
i (vi

1;c):
� �xqŸÀ���� 


‚

�0(�H'L�5J7�Å �! '7E7>L2� i ����� 2 N�
L2H'�! �(+ '"<( F i �����

c = inf
i 2 J �

F i
c

q

�

&)(+ � �Jq¢À�À�Á 
y"%5JI � �JqŠÁ�Â 
hM"Å��

L2�1��(+ #"<(

Fc � F i �����

c � Fc + Ch � �JqŸÀ��&�&


•

7>* L,7%N?�Š�17>5'L‰(!"%5s( C (, #"<(�I'7x�0L�5'7<(�I'�0$=�05'I 7>5 h q

‚

�0(FH'L‡�07>5'L,&3I'�1*p(+ J�Š(+�0L2(

•

H'5'�0(,&97%5 vb
I'�Gz#5'�0IŽ;s• vb(x) = � c

x
&95 
 M

M vi
b = vi

1;c
•

7>*Š"%838 i 2 N�
M i 6= i �����

M="%5'I vi �����

b
L,H'�! (, #"<(

Z


 M

vb + h
X

i 2 J �

vi
b = a q±# • �17>5JL2(+*2H'�0(,&97>5ŒMKÅ��� #"D@>�

vi ��� �

b � h! 0 (a � � M )=h: � �JqŸÀ��$� 


¾

 '�

•

H'5J�0(+&37>5 � c
x

&3L‡�17>5s(,&95•H'7>H'L4"<5'I $=7%L,&3(,&3@%�%M'"<5'I vi
b > 0

•

7>*u"%838 i 2 N�
q)*x7 vb

&3L‡"€(+�0L2(

•

H'5J�0(+&37>5

•

7>* � �xqŸÀ�À � 
GM#"<5'IdÅF�� #"D@>�

I ����� � E ����� (vb) =
Z


 M

P c
x (� c

x ) dx + h
X

i 2 J �

P c
i (vi

1;c)

+ hP c
i �����

(vi �����

b ) � hP c
i ��� �

(vi �����

1;c ):

� �xqŸÀ���� 


T�”J•



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

�

��5'7�Å ;=7%H'5'I (+ '��89"%L2(483&95'�e7

•

(, '��$'*,�G@x&37>H'L4� � H#"ˆ(+&97%5 MKÅ4 '&9�! •�D"<5•;��œÅ4*,&)(,(+�05

hP c
i �����

(vi �����

b ) � hP c
i ��� �

(vi �����

1;c ) = h
�
WLJ (vi �����

b ) � WLJ (vi ��� �

1;c )
�

+ h(F i ��� �

c � Fc)(vi ��� �

b � vi ��� �

1;c ):
� �xqŸÀ�ÁAÂ 


'#*,7%N � �Jq¢À�À��&
hMoÅF�� #"D@>� 0 < vi ��� �

1;c � 1 MA(+ •H'L WLJ (vi ��� �

1;c ) � WLJ (1) q

�

&)(+ �(+ '&3LK&95'� � H'"%89&)( •

"%5JI � �JqŸÀ��$� 
GM®Å���7>;J(+"%&95

h
�
WLJ (vi ��� �

b ) � WLJ (vi �����

1;c )
�

� Ch � �JqŸÀ“Á-À�


•

7>*kL,7>NO� C (+ #"<(eI'7x�0Le5'7%(eI'�1$��15'I
7%5 h qm'#7>*Š(, '�|L,�0�17>5JI_83&95'�-7

•

� �xqŸÀ�ÁAÂ 
GM±Å��/L2�1�|(, #"<(

lim
h! 0

h(vi ��� �

b � vi ��� �

1;c ) = a � � M
Mj"%5'I MKÅ4&)(+ � �Jq¢À��&�$
GM®ÅF�-7>;J(!"<&95

h(F i �����

c � Fc)(vi ��� �

b � vi ��� �

1;c ) � Ch � �JqŸÀ“Á �&


•

7>*-L,7%N?� C (+ #"<(vI'7E�1Lv5'7%(vI'�1$��15'I…7>5 h qJ%�7>8983�1�0(,&95'† � �JqŸÀ“Á-À�
C"%5'I � �Jq¢À�Á �&
hM�Å��?7>;J(+"%&95

hP c
i ��� �

(vi �����

b ) � hP c
i ��� �

(vi �����

1;c ) � Ch q±È 5'L,�0*2(,&95'†O(+ '&3LŠ&35'� � H#"%83&3( •f&95 � �Jq¢À��$� 
u"%5JI6N?"A¿•&95'†

H'L2�v7

•

� �JqŸÀ��$� 
GM®Å���L,�0�-(, #"<( a1
M �

Z


 M

� c
x dx � C

p
h: *x&95J�1�

� M = lim
h! 0

 Z


 M

� c
x dx +

Z


 �

(W 0
LJ )� 1 (inf FM � FM (x)) dx

!

;

ÅF�v7%;J(!"%&35 M

•

7>* h L,N?"%898=�15'7%H'†> M'(, '�

•

7>89837�Å4&35'†|837�ÅF�1*4;�7>H'5'I•7>5 a1
�

Æ

a � � M

2
+

Z


 �

(W 0
LJ )� 1 (inf FM � FM (x)) dx � a1

� : � �xqŸÀ�ÁAÁ 


*E(,�1$ �	Æ 'Š5•"%Hxwx&983&:"%*‰•f$'*27>;'83�1N Æ

'#7>*4"%5s• $�7>L,&)(+&3@%�C*,�1"%8 5•H'N|;��1*2L aM
"%5'I a�

M'83�0(4H'L4I'�Gz#5'�

I M (aM ) = inf
� Z


 M

P c
x (v(x)) dx; v 2 L 1(
 M );

1
v

2 L12(
 M );

v > 0 "Jq �%q'7%5 
 M ;
Z


 M

v = aM

�
� �xqŸÀ�Á<o(


"%5JI

I � (a� ) = inf
�

h
X

i 2 J �

P c
i (vi ); vi > 0; h

X

i 2 J �

vi = a�

�
: � �xqŸÀ�Á�Ã&


�

*,7%;'89�0N � �Jq¢À�Á%o 
F&9L4L,&3N?&38:"%*p(+7/(, '��$'*,7>;J89�1N L2(,H'I'&9�0I�&35

¾

 '�17>*2�1NF�JqŠÁJq oGÆ'89�G(

ath
M =

Z


 M

 
� p

h + inf

 M

Fc � Fc(x)
�

dx: � �JqŸÀ“Á&� 


T�”7K



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

È

•

aM � ath
M

Mp(+ J�15�$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á%o 
/ '"%L�"…HJ5'& � H'��N?&35'&9NO&9•0�1*•Å4 '&3�! �&9LO�17%5•(,&95•H'7>HJL1M

"%5JI6&

•

aM > ath
M

Mj(, '�156$'*,7>;J89�1N � �Jq¢À�Á%o(
‡ #"<LŠ5'7?N?&35'&9NO&9•0�1*K�Z"%5s••N?&35'&9NO&9•0&95'†vL,� � HJ�15'�0�

�07>5s@>�1*2†>�1L‹(+7„L,7%N?��NO�D"%L2H'*,�œÅ4 '&3�! �&35'�183H'I'�1L �Š&9*+"<�CNf"%L2L,�0L 
Gq

�

*,7>;'83�1N � �Jq¢À�Á"Ã&
�&3LuL,&3N?&38:"%*p(+7/(+ J�-$J*,7>;'83�1N � �Jq �"Ã&
�L‰(+H'I'&3�1I•&95

¾

 '�07>*,�0NF�JqQÁxqQÁJq

‚

�G(

ath
� =

Z


 �

(W 0
LJ )� 1

�
inf



FM � FM (x)
�

dx: � �JqŸÀ“Á �&


#F•�"%*,†%H'N?�05s(+L�L2&9NO&98:"<*„(,7…(+ J�
7>5'�1LfH'L,�0I &35

¾

 '�17%*,�1N �JqŠÁJqQÁxM�7>5'�6�D"%5 L2 '7�Å (, #"<(DMF&

•

a� > ath
�

M'(+ J�15�"

•

*,"%�0(,H'*,�-"%$J$=�1"%*,L4&95�(, '��N?&35'&9NO&9•0�1* � L 
p7

•

� �Jq¢À�Á"Ã&
hq

�

&3(, � �Jq¢À�À�� 
hM�� �xqŸÀ��ZÂ 
‡"%5'I � �xqŸÀ��BÀ�
GM-ÅF�-L,�1�C(, #"<(

I ����� = inf f I M (a � a) + I � (a); a 2 [0; a]g :

‚

�0(‹H'L4I'�Gz#5'��(+ '�

•

H'5J�0(+&37>5 g ;s•

g(a) = I M (a � a) + I � (a); � �JqŸÀ“Á&� 


"%5JI 83�0( a� ;=�•"%5s•…*,�D"<8‡5•H'N|;��1*„&95 [0; a] L2H'�! �(+ #"<( I ����� = inf g = g(a� ) q

�

5'�’�D"%5

�07>5'L,&3I'�1*e"fN?&35'&9NO&9•0&95'†/L2�
�

H'�05'�1�/7

•

$J*,7>;'83�1N � �xqŸÀ�Á�Ã&
uÅ4&)(+ a� = a� MŒ"%5JI
7>5'�€�1"%5S"%83L,7

�07>5'L,&3I'�1*|"6N?&35'&9NO&9•0&95'† L2�
�

H'�05'�1� 7

•

$J*,7>;'83�1N � �xqŸÀ�Á<o(
œÅ4&)(+ aM = a � a� q *x7(ÅF� �D"%5

;'HJ&989I_"�NO&95J&9NO&9•1&35'†fL2�
�

H'�05'�1� vn
7

•

$'*27>;'83�1N � �JqŸÀAÀ�� 
C"%5'I…"%$'$'8)•
*,�0L,H'8)(+L€7

•

*E(,�1$ À„(+7

(, '&9L‹L,�
�

HJ�15'�0�%q�#F•’�07>5'L‰(+*,HJ�0(+&37>5 M h
P

i 2 J �
vi

n = a� M#L,7O(+ '�v*,�1"%8K5EHJN|;=�0* a1
�

IJ�0z#5'�0I ;s•

� �JqŸÀ��&�&
‡*,�1"%I'L a1
� = a� q±Ä‹�15'�0�%M±Å4&3(, � �JqŸÀ“Á�Á 
‡"%5'I � �Jq¢À�Á �$
GM-ÅF�€L2�1��(+ #"<( a� 2 I g

M�Å4 '�0*,�

ÅF�vL2�0(

I g =
�

a � � M

2
+ ath

� ; a
�

:

*x7 I ����� = inf f g(a); a 2 I gg: È 5•(+ '�vL,�
�

HJ�18{7%5�(+ J&9L7*E(+�0$ M!ÅF�|L‰(+H'IJ•’(, '�v@<"%*2&:"<(,&97>5'Lu7

•

(, '�

•

H'5'�0(,&97>5 g (+7„L, '7�Å (, #"<(1M'7>5’(+ '��&95s(,�1*2@<"%8 I g
M g  '"%L‹"„HJ5'&

�
H'��NO&95'&3N?&3•1�1*0q

‚

�0(KH'LK�! '7E7>L,� a 2 I g
MD83�0(KH'LKL,�G( a� = a "<5'I aM = a� a "%5'I�89�G(�H'LK�17>5JL,&9IJ�1*K$'*,7%;'89�0N?L

� �JqŸÀ“Á%o(
v"<5'I � �xqŸÀ�Á�Ã&
Gq *x&95J�1� a > ath
�

M}$'*,7%;'89�0N � �Jq¢À�Á"Ã&
C&9L€"%5‘"<(,7>N?&3L2(,&9�„$'*,7%;'89�0N Å4&)(+ 

;�7>H'5'I'"%*2•
�07>5'I'&)(+&37>5'LkL27 (+ #"<(-"

•

*,"%�0(,H'*,�„"%$J$=�1"%*,L0q

�

&3(, 
*,�1L2H'83(,LC7

•

*x�1�G(+&97%5 �JqQÁxq �xMŒ7>5'�

�1"%5�L2 '7�Å (+ '"<(u(+ '�0*,���Gwx&3L2(+L � � 2 [0; h] L2H'�! �(, #"<(4(+ '��NO&95'&3N?&3•1�0*,L v 7

•

� �Jq¢À�Á"Ã&
 *,�D"<I

vi ����� = ' (� � ) "%5JI 8i 6= i ����� ; vi =  ( inf
i 2 J �

F i
c � F i

c + � � );

Å4 '�0*,� i �����

&9L�"%5s•�&95JI'�Gw�L,H'�! (+ #"ˆ( F i �����

c = inf
i 2 J �

F i
c

q

�

�
 #"D@>�Ž"%83L,7‘L2 '7�Å45 (, #"<( � �

I'�0$=�05'I'Lu7>5 a�
;'HJ(‡5'7%(‡7%5 i �����

q 'kLu"v�17>5'L2�
�

H'�05'�1�<MKÅ��e�1"%5 �17%N?$'Hx(+� I � (a� ) "%5'I L2 '7�Å

(, #"<(

dI � (a� )
da�

= � � + inf
i 2 J �

F i
c � Fc:

� �xqŸÀ�Á$� 


È 5�"%I'I'&)(+&37>5 M

d� �

da�
� h! 0 � Ch7 � �xqŸÀDo�Â 


T�” 	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

•

7>*‹L,7%N?�v�17>5'L‰(!"%5s( C > 0 q

�

�-5'7�Å L2(,H'IJ•�$'*,7%;'89�0N � �Jq¢À�Á%o(
hq!#F••L,&9NO&989"%*u"%*2†>H'NO�15s(+L4(+7

(, '��7>5'�0L€H'L2�1I (,76$'*27n@%�

¾

 '�07>*,�0N �JqŠÁJq o'M�Å��?�D"%5 L2 '7�Å (+ #"<(1M}&

•

aM � ath
M

I'�0z#5J�1I‘;s•

� �JqŸÀ“Á&� 
GMx(+ '�05�$'*27>;'83�1N � �JqŸÀ“Á%o(
F #"<LŠ"/H'5J& � H'��N?&35'&9NO&9•0�1* v Å4 '&3�! �*2�D"%IJL

v(x) =  
�

� � M + inf

 M

Fc � Fc(x)
�

•

7>*{L,7>NO� � M � �
p

h qAÈ

•

aM > ath
M

M%(+ '�05„$'*,7>;J89�1N � �xqŸÀ�Á<o(
t #"<Ly7>5'�‡7>*{Nf"%5s•€N?&35'&9NO&9•0�1*,L

v Å4 J&9�! •*,�D"<I

v(x) =  
� p

h + inf

 M

Fc � Fc(x)
�

+ �k&3*+"%�CN?"%L2L,�1L :

*x7}ÅF�v�1"%5’�17>NO$'HJ(,� I M (aM ) "<5'I�L2 '7�Å (+ '"<(

dIM (aM )
daM

= � � M + inf

 M

Fc � Fc;
� �xqŸÀDo-À�


Å4 '�0*,� � M 2 [�
p

h; + 1 ) q-È

•

aM � ath
M

M'(+ J�15 � M = �
p

h M#"%5'I•&

•

aM � ath
M

Mx(+ '�05

d� M

daM
� �

W 00
LJ (1)

2 j
 M j
: � �xqŸÀDo �&


�

�e5'7�Å L2(,H'IJ•O(+ '�‹@<"%*,&9"<(+&37>5'Lp7

•

(+ J�

•

H'5'�G(+&37>5 g I'�Gz#5'�0I ;•• � �xqŸÀ“Á&� 
GqbÈ 5f@E&3�>Å 7

•

� �JqŸÀ“Á&� 


"%5JI � �JqŸÀ1oKÀ�
GMJ&3(uL,"<(+&3L2z#�0L

g0(a) = � M � inf

 M

Fc + � � + inf
i 2 J �

F i
c : � �xqŸÀDo�Á 


È

•

inf
i 2 J �

F i
c � inf


 M

Fc
MJ(, '�15 Fc = inf


 M

Fc
Mj"<5'IdÅ4&)(+ � �xqŸÀ��$�&
GMBÅ��-7>;J(+"%&95

inf
i 2 J �

F i
c � inf


 M

Fc � Ch: � �JqŸÀ1o>o(


¾

 '�v"%;�7A@>��&95'�
�

H#"%89&)( • "%83L,7/ '7%89I'Lu&

•

inf
i 2 J �

F i
c < inf


 M

Fc
qKÈ 5'L2�1*‰(+&95J† � �JqŸÀ1o>o(
F&35 � �Jq¢ÀDo"Á 
hM#"%5'I

L2&95'�0� � � � h MKÅF�-7%;J(!"%&35

g0(a) � � M + Ch
•

7>*uL27>NO�-�07>5'L‰(!"%5s( C (+ #"ˆ(4I'7x�0L45'7%(4I'�0$=�05'I67>5 h q

È

•

a� a � ath
M

(+ J�15 � M = �
p

h MAL,7 g0(a) < 0 q�È

•

a� a � ath
M

M“ÅF��IJ& �=�1*,�05s(+&:"ˆ(+�+� �xqŸÀDo�Á 


Å4&)(+ *,�0L,$��1�G(u(+7 a Mx"%5'I Å4&3(, � �Jq¢ÀDo"Â&
F"%5'I5� �Jq¢ÀDo(�&
hMx7%5'�e�D"<5 L, '7�Å (+ #"<( g00(a) > 0 q *x&35'�1�

g0(a) = + 1 Ms(+ J�1*,�‹�Gwx&3L2(+LF"vHJ5'&
�

H'� a� Å4 J&9�! fNO&95J&9NO&9•1�0L g 7>5 I g
M•"%5JI a� 2 (a� ath

M ; a) q

*E(,�1$(ÁGÆ!%�7%5'�183H'L,&37>5�Æ

�

�u¿•5'7�Å (+ #"ˆ( I ����� = inf g = g(a� ) Ms"%5'I|(, #"<(y(, '�1*2�u�Gwx&9L‰(+LyNO&95'&3N?&3•1�1*2L

•

7%* $'*,7%;'89�0N

� �JqŸÀ“Á%o(
™Å4&3(, aM = a � a� < ath
M

"%5'I

•

7>*u$'*27>;'89�0N � �xqŸÀ�Á�Ã&
�Å4&3(, a� = a� qU*x7?$J*,7>;'83�1NOL

� �JqŸÀAÀ�� 
y"%5'I � �Jq¢À�Á 
{ '"A@%�e"�N?&35'&9NO&9•0�1*0q

‚

�0( 5'7�Å u �����

;=�‹"�N?&35'&9NO&9•0�1*}7

•

$'*27>;'83�1NF� �JqŸÀ“Á 


T T<M



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

"%5JIO83�0( v�����

;=�u&)(+L{z#*2L2(pI'�0*,&)@%"ˆ(+&3@%�%MHÅ4 '&9�! „&9Lp"eNO&95J&9NO&9•1�0*K7

•

� �Jq¢À�À�� 
hq$'kL g  #"%Ly"eH'5'& � H'�

NO&95'&3N?&3•1�0* a� MKÅF�-L2�1��(+ #"ˆ(

Z


 M

v����� (x) dx = a � a� < ath
M ;

L27O(, #"<( u ���	�

 '"%L45'7

•

*+"%�G(+H'*2�-7%5 
 M
q

�

��"%83L,7„L,�0�-(, #"<(

h
X

i 2 J �

vi
�����

= a� �
a � � M

2
+ ath

� ;

L27 u �����

 #"<L�"�H'5'& � H'�

•

*,"%�0(,H'*,�€7>5 
 �
q

�

�/"<$'$'83•

¾

 '�07>*,�0N �JqŠÁJqQÁ�7%5
$'*,7>;J89�1N � �xqŸÀ�Á�Ã&


"%5JI

¾

 '�17%*,�1N �JqŠÁJq o67>5 $J*,7>;'83�1N � �JqŸÀ“Á%o(
GMt"%5JI ÅF��7>;J(+"%&95 � �Jq¢À�ÀDo 


•

7>*-L,7%N?�

‚

"%†>*+"<5'†>�

N|HJ83(+&3$'89&3�1* � �
�����

2 (0; Ch) q

�

�„5'7�Å &3I'�15s(,&

•

• � �
�����

q

�

�8¿•5'7�Å (, #"<( � �
���	�

2 (0; Ch) M�"%5'I�ÅF�?L2�1�

•

*,7>N � �Jq¢À�ÀDo(


(, #"<( � �
���	�

L+"<(,&9L‰z#�1L�� �JqŸÀAÀ�À�
Gq�È 5�"%IJI'&3(,&97>5 M�ÅF��L,�0��(+ #"<( � �Jq¢À�À�Á 
C&9NO$'83&9�1L � �xqŸÀ�À“Â 
Gq *x&95J�1�

a > � M
MmÅF�O�1"%5Ž"%$'$'8)•

‚

�1NON?" �JqŠÁJq oJMŒ(+ #"ˆ(CI'�0z'5'�1L � �����

M�"%5'I ÅF�O '"A@%� � �
�����

= � ���	�

q

�

�

�p5'7�Å‘�0L2(,&9N?"<(+�y(+ J� IJ& �=�1*,�05'�1� ;��0(4ÅF�1�15|"‹NO&95'&3N?&3•1�0* u ���	�

7

•

(+ J�FNO7xIJ&3z#�0I-�07>H'$'83�1I

$'*27>;'83�1N � �JqŸÀ“Á 
‡"%5'I•"/N?&35'&9NO&9•0�1* u�
7

•

(+ '�-"<(,7>N?&3L2(,&9�k$J*,7>;'83�1N � �Jq �&
Gq

�

��
b�<��
®� ���

	

�#�

���

L2(+&3Nf"ˆ(+�e7>5’(+ J�-NO&95J&9NO&9•1�0*,L�


�

W‹Rˆm!mGdEXfWuTVUJR%T f 2 C0(
 ) R%b�`�T UJR%T

TVU#WGg+W WXW>Y9mGT m � f > 0 mGd#[!USTVUJR%T�
XNA,/@b< ��Y9m|m1R%TZY9m �‡W,`",

#

WGT u�
)GW?R�X/YVb#YVX/Y��ˆWGg?^…sLy�g+^A)1]9WGX


XNA,/@ �fR%b�` u � � �

)GWvRfX/YVb#YVX/Y��ˆWGgv^…sOy�g+^A)1]9WGX 
XNA,
:
	 �A,

F_s a < � M
0{TVU#WGb�TVU#WGg+WvWXW>Y9mGT h0 � 1 R%b�` C(� f ) 0{T UJR%T�)G^ˆTVU `EW4y#WGb�`�^ˆb � f

0}mGd#[!U TVUJR%T_0

sD^ˆgvR%]V] h � h0
0pTVU#W-X/YVb#YVX/Y��ˆWGg+m u�

R%b�` u � � �

0�Rˆm ��WG]V]KRˆmCT U#WGYVg�g+W!m4y#W![GTZY
2%W€WGbŒWGgwv%Y\W!m10 R%g!W

R%T‡`%Y9mGT R%bŒ[!W|^…sv^ˆg,`EWGg h YVb TVU#WCmAWGbJmAW�TVUJR%T

j(� � u ����� ) � u� jW 1;1 (X � ) + ju ����� � (� cu� )jW 1;1 (X c ) � C(� f )h� f ; � �xqŸÀDo"Ã&


k(� � u ����� ) � u� kL 1 (X � ) + ku � � � � (� cu� )kL 1 (X c ) � C(� f )h� f ; � �xqŸÀDo&� 


jI ����� � I � j � C(� f )h� f ; � �xqŸÀDo �&


�{U#WGg+W � c
R%b�` � �

R%g+WŽTVU#W ^1y#WGg2R%T ^ˆg+m_`EW �pbŒW,`�YVb `|W �pb#YVT Y\^ˆb NA,/@B, 	Z0?R%b�` k � kL 1 (X c )
0

j � jW 1;1 (X c )
0 k � kL 1 (X � )

R%b�` j � jW 1;1 (X � )
R%g+W�TVU#W�bŒ^ˆghX€m-`EW �pbŒW,`8)1l 
XNA, 	b:���0 
XNA, 	�@ �„R%b�`


XNA, 	"	 �A,�FhbSRs`s`%YVT Y\^ˆb-0pT U#WEshdEbŒ[GT Y\^ˆb � f 7! C(� f ) Y9m•)G^ˆdxb�`EW,`’^ˆb
R%b#l’[!^ˆXLyJRE[GTw,

F_s a > � M
0ŠR%b�`•Y s€T U#W6yJR%ghT YVTZY\^ˆb 
 = 
 M [ 
 �

m1R%TZY9m �‡W!m�
XNA,
:":
	 ��0‡TVU#WGb TVU#WGg!W?WXW>Y9mGT

h0 � 1 R%b�`•R
[!^ˆbJmGT\R%b#T C 
 T UJR%T[)G^ˆTVUS`EW4y#WGb�`6^ˆb � f
�fmGd#[!U
TVUJR%T
0�sD^ˆg„R%]V] h � h0

0uTVU#WGg!W

T T�”



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

WXW>Y9mGT i � 2 f 0; : : : ; N � 1g R%b�` i ����� 2 N�
mA^/T UJR%T

ku0
�����

� (� cu� )0kL 1 (
 M n[i � h;i � h+ h]) � Ch; � �JqŸÀ1o � 


sup
i 2 J � ;i 6= i � ;i 6= i ���	�

�
�
�
�
ui +1

�����

� ui
� � �

h
�

ui +1
� � ui

�

h

�
�
�
� � Ch; � �JqŸÀ1o � 


�
�(ui ���	� +1

�����

� ui � �	�

�����

) � (ui � +1
� � ui �

� )
�
� � Ch; � �JqŸÀ�ÃAÂ 


ui ���	� +1
�����

� ui � �	�

�����

� h! 0 a � � M ; ui � +1
� � ui �

� � h! 0 a � � M ; � �xqŸÀ�ÃBÀ�


jI ����� � I � j � Ch: � �JqŸÀ�Ã&�&


È 5 (+ '�f�D"%L2� a > � M
M�Å�� L2�1��(, #"<(/;�7%(+ u�

"%5'I u �����

 #"D@%��"�L,&95J†>H'8:"<*,&3( •%Mt(, #"<(€&9L

837x�1"%89&3•1�1I…7>5 "SHJ5'& � H'�•"<(,7>N $#"<&9* � L,�1� � �JqŸÀ�Ã®À�
 
hq

�

&)(+ � �xqŸÀ�ÃZÂ 
GMJÅF�’�D"%5�L2�1� (+ #"ˆ(/(+ '�

I'&#�Œ�0*,�05'�1�/;��0(4ÅF�1�05Ž(, '�|I'&3L,�17%5•(,&95•H'&)( •67

•

u �����

"%5JI
7

•

u�
�07>5s@>�1*2†>�1LC(,7	ÂYÅ4 '�15 h †>7E�1L

(,7?•0�1*,7Jq

� ������� � �

�’z'*,L2(„(,*,�D"ˆ(/(+ '�’�D"<L,� a < � M
q

¾

 '�15 M

•

7%* h L,N?"%898F�15'7%H'†> M (, '�•"<(+7>NO&9L‰(+&3�

$'*27>;'83�1N � �xq �&
K"%5'Iv(+ '� N?7EI'&)z#�1I-�17>HJ$'89�0I€$'*27>;'89�0N � �Jq¢À�Á 
K"%*2��ÅF�1838#� $�7>L2�1I � L,�0�

¾

 '�07>*,�0N?L

�JqŠÁJqŠÁ "%5'I �JqŠÁJqQÃ&
GMŒ"%5'I
(+ '�„"<5#"%83•EL2&9Le�1"%5
;=�/�07>5'I'HJ�0(+�0I_&35
�GwJ"%�G(+83•�(+ '�/L,"%NO�•Å‡"D•S"<LC&95

(, '�C�17>5s@%�Gw’�1"%L,�"� L,�1�

¾

 '�07>*,�0N �Jq �xq¢À�
Gq

�

�Š(+ •H'Lu7>;J(+"%&95 �0L2(,&9N?"<(+�0L � �xqŸÀDo"Ã&
GM � �Jq¢ÀDo � 
 "%5'I

� �JqŸÀ1o(�&
GM®Å4 '&9�! �"%*,��L2&9NO&98:"<* (,7 � �JqŠÁ&� 
GM�� �JqŠÁ �&
hMQ� �JqŠÁ&� 
hMQ� �xqQÁ&�&
�"%5'I � �Jq o"Â 
hq

�

�-5'7�Å (+*2�D"<(4(, '�v�1"%L,� a > � M
q

¾

 J�15 M

•

7>* h L,N?"%898 �05'7>H'†% M#(+ '�v�17>5Jz'†>H'*+"ˆ(+&97%5 u�
M

Å4 '&3�! �&9LO"ŽN?&35'&9NO&9•0�1*€7

•

(+ J� "<(,7>N?&3L2(,&9��$'*27>;'83�1N � �Jq �$
GMp&9L„†>&)@>�15 ;s•9� �Jq � �&


•

7>*„L,7>NO�

i � 2 f 0; : : : ; N � 1g "%5'I L27>N?� � � 2 (0; h] � L2�1�

¾

 '�17>*2�1N �JqŠÁJqQÁ&
Gq

¾

 '���07>5Jz#†>HJ*+"<(,&97>5

u �����

M"Å4 '&3�! �&9LF"-NO&95J&9NO&9•1�0* 7

•

$J*,7>;'83�1NF� �Jq¢À�Á 
GM•&3L †%&3@>�05f;s• � �Jq¢À�ÀDo 


•

7%*FL27>N?� i ����� 2 N�
"%5JI�L27>N?� � ����� 2 (0; Ch] � L,�1�

¾

 '�07>*2�1NF�JqŠÁJqQÃ&
Gq�Ä‹�15'�0�%M�ÅF�v7>;x(!"%&35

j� � � � ���	� j � Ch; � �JqŸÀ�ÃAÁ 


•

7>*’L27>N?�
�07>5'L‰(!"%5s( C (+ #"ˆ(’I'7x�0L’5'7%(•I'�1$��15JI 7>5 h q[%�7>8983�1�G(+&95J† � �Jq � �&
hM � �xqŸÀ�À1o(
�"%5'I

� �JqŸÀ�ÃAÁ 
GM�ÅF��7>;J(+"%&95 �0L2(,&9N?"<(+�0L � �xqŸÀDo&� 
-"<5'I � �Jq¢ÀDo �&
Gq

�

L2&95'† ;�7>H'5JI#"%*2•_�17%5'I'&3(,&97>5JL1Mt7>5'�

�1"%5S$'*,7A@>� � �JqŸÀ�ÃAÂ 
Gq

¾

 '�„�1L‰(+&9N?"<(,� � �xq ��Á&
Š&9NO$'89&3�1L4(+ '�/�0L2(,&9N?"<(+� � �Jq¢À�Ã®À�
Š7%5 u�
M�"<5'I Å��

&35

•

�1*

•

*,7%N (+ '�O8:"ˆ(,(+�0*�"%5'I � �Jq¢À�ÃAÂ 
Š(, '�O�1L2(,&9N?"<(+��� �Jq¢À�Ã®À�
e7>5 u ���	�

q�%�7>8983�1�G(+&95J† � �Jq¢ÀDo � 
hM

� �JqŸÀ1o � 
‡"%5'I � �xqŸÀ�ÃZÂ 
GMBÅ��-7>;J(+"%&95 �05'�1*2†%•’�1L‰(+&9N?"<(,� � �Jq¢À�Ã&�$
Gq �

-/.�
+.�� � 6��KC7> :�>B<DC <�
":�476 LK8OM�:�> :�>1<DC

È 56(+ J�|L2(+"<(+�0N?�05•(e7

•

¾

 '�17%*,�1N �JqŠÁJq �JM!ÅF�| #"D@%�/L,H'$'$�7>L2�1I
(+ #"ˆ(LÅF�•Å��0*,�/†>&)@>�05 L,7>NO�

;�7xIx•

•

7%*,�1�0L f "<5'I‘"6$#"<*2(,&3(+&37>5 
 = 
 M [ 
 �
L+"<(,&9L

•

•x&35'† � �Jq �$� 
�"%5'I � �Jq¢À�À�Á 
hq�È 5_(+ '�

L2�
�

H'�18ZMuÅ��ŽI'�1L2�1*2&9;��…"�L2(,*+"<(,�1†%•�(,7 z'5'I L2H'�! "‘$#"%*‰(+&)(+&97%5 Å4&3(+ J7>HJ(’*,�0L,7>*‰(+&35'† (,7‘(+ '�

�07>N?$JHJ(!"<(,&97>5 7

•

F�
Mj"%5’7>;bÇ2�1�0([Å4 '&3�! �&3Lu�Gwx$=�05'L,&)@>��(+7„�17%N?$'Hx(+�%q

 

"!����
	����!�����

	

�

” ���

"%*2(,&3(+&37>5 &95�(, '�

‚

�15'5#"<*,I�� �%7>5'�1L‹�D"<L,��


�

W�Rˆm!mGdEXfWpT UJR%T f 2 W 1;1(
) ,

#

WGT‡dsm ��W � f > 00‡R%b�`f]9WGT uM 2 SBV(
) )GW|R�X/YVb#YVX/Y��ˆWGg€^…s-T U#W„[!^ˆb#T YVb#dxdEX£y�g+^A)1]9WGX


XNA,�NH@ �A,

T TUT



� ���!���

	

� �

����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

�

U#W�YVb#T WGgT2ˆR%] (ih; ih + h) Y9mCm1R%Y `?T ^Y)GWvR€*,�0†>H'89"%*‡&95s(,�1*2@<"%8 Y s f m1R%T Y9m �‡W!m

8x 2 (ih; ih + h); jf (x)j � � f
R%b�`

Z ih + h

ih
jf 0(x)j dx � h

� f

L
;

R%b�`fY s uM
Y9m€[!^ˆb#TZYVb#d#^ˆd•m/^ˆb [ih; ih + h] ,

�

Wv`EW �pbŒW 
 M
)1l


 M = [ �
(ih;ih + h)

g+Wwv%dx])R%g (ih; ih + h) R%b�` 
 � = 
 n 
 M ;

�{U#WGg+W [ � XfW,R%bJm€T UJR%T‡TVU#WLy#^ˆYVb#T f ihg Y9m„R%] mA^fYVbŒ[G]ad'`EW,` YVb 
 M
Y s�)G^ˆT U (ih � h; ih ) R%b�`

(ih; ih + h) R%g+W-g+Wwv%dE])R%gCYVb#T WGg�2ˆR%] mo,

r

7%(,�e(+ #"ˆ(uÅ���N?"A¿%��"/L2(,*,7>5J†>�1*4"%L2L,H'NO$J(,&97>5’7>5 f (+ '"%5’;=�

•

7>*,�"� H'5s(+&98Œ5'7�Å�M-Å��� #"D@%�

7>5J83•’"%L2L,H'NO�1I f 2 C0(
) 
hq

� 
B� �*�������

	

�

”0M

Fhb?TVU#Wk[,RˆmAW a � � M
0t^ˆbŒWŠ[,R%b/m!U#^��_TVUJR%T-y�g+^A)1]9WGX 
XNA,�NH@ �4UJRˆmuR-dEb#Y�]1djW

X/YVb#YVX/Y��ˆWGg uM
0 �{UEY\[!U’m1R%T Y9m �‡W!m u0

M = v0
0 �{U#WGg+W v0

Y9m„`EW �pbŒW,`G)1l 
XNA,�NTR � 
 T U#W[y�g+^A^…sO^…s

TVUEY9mPs0RE[GT�Y9m-mGYVX/YV])R%g-T ^�TVU#W„^ˆbŒW[y�g+W!mAWGb#T W,`�YVb

�

U#W!^ˆg+WGX NA, 	b,
:H0FYVbST U#WO[,RˆmAW a � � M
�A,�I ^

uM
Y9mv[!^ˆb#TZYVb#d#^ˆdsm|^ˆb 
 R%b�`„T U#WC])RˆmGT�[!^ˆb�`%YVTZY\^ˆb&sD^ˆg-R%b6YVb#T WGgT2ˆR%]=T ^c)GWCg+Wwv%dx])R%gCY9m�R%] � R%lnm

m1R%T Y9m �‡W,`",

�

��
b�<��
®� ���

	

�

• #

WGT d•m„[!^ˆbJmGY `EWGg-R&yJR%ghTZYVT Y\^ˆb 
 = 
 M [ 
 �
Rˆm€`EW �pbŒW,` )1l}`€W �pb#YVTZY\^ˆb

NA, 	b,
:",

�

U#WGb�TVU#Wœ)G^1`%lPsD^ˆg+[!W!m f m1R%T Y9m_shl 
XNA,/@b< �A,±F_s a > � M
0{T U#WGb•T U#WJshdxbŒ[GT Y\^ˆb F�

`EW �pbŒW,`

)1l 
XNA,
:BN �|m1R%T Y9m �‡W!m 
XNA,
:":
	 �A,

�
������� �

�

L‰(+&3Nf"<(,�1L � �Jq �$� 
4"%*,�€"fI'&3*,�1�G(e�07>5'L,�
�

H'�15'�0�„7

•

(+ J�|I'�0z'5'&3(,&97>5�7

•


 M
q

�

�v5'7�Å

"%L2L,H'NO� a > � M
"%5'I/$'*27n@%� � �Jq¢À�À�Á&
Gq

‚

�G( H'L z'*,L2( 5'7%(+�F(+ #"<(}(+ '�‡"%L,L2H'N?$x(+&97%5 f 2 W 1;1(
)
&3N?$'83&9�0L�(+ #"ˆ(

8k 2 f 0; : : : ; N g;
�
�FM (kh) � F k

�

�
� � hkf 0kL 1(
) ; � �xqŸÀ�Ãˆo(


Å4 '&3�! 6&3L4"„;��0(2(+�0*‹�0L2(,&9N?"<(+�k(, #"%5 � �Jq �$� 
hq

¾

 '�17%*,�1NF�xqQÁJq¢À�L, '7�Å4L4(+ #"ˆ(u(+ '��NO&95'&3N?&3•1�1*2L uM
7

•

� �Jq � �&
F*2�D"%I

uM (x) =
Z x

0
v1(t) dt +

X

i 2 �

~vi H (x � x i );

Å4 '�0*,� v1 2 L1(
) &3LFI'�Gz#5'�0I•;s• � �Jq ��Â 
hM I &9L�"%5s•f�07>H'5s(!"%;J89�kL2�0(1M'"%5'I ~vi
"%5JI x i

"%*2�kL,HJ�! 

(, #"<(DM

•

7>*u"%838 i 2 I M ~vi > 0 "%5JI x i 2 arginf FM : *E7 uM
&3Lu5'7%(u�07>5s(+&95•H'7%H'L‹"<( x1

q

‚

�0( � 1
;���L,H'�! •(+ #"<( x1 2 [� 1h; � 1h + h) qU*x7/(+ '��&35•(,�1*‰@%"<8 (� 1h; � 1h + h) &9Lu5'7%(4*2�1†>HJ8:"%*0MJ(+ •H'L

[� 1h; � 1h + h] � 
 � ; &Zq �<q � 1 2 N� :

�

&)(+ � �Jq¢À�Ã<o 
GM-ÅF�vL2�1�C(+ '"<(

jFM (� 1h) � F � 1
� j � hkf 0kL 1(
) : � �xqŸÀ�ÃAÃ&


T T
	



���������
	���
������

���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/

�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

�

�-"%89L27O '"A@%�

jFM (x1) � FM (� 1h)j �
Z x1

� 1h
jf (s)jds � hkf kL 1 (
) : � �xqŸÀ�Ã�� 


�

�-"%89L27O&35

•

�1*

•

*27>N � �Jq¢À�Ã<o(
F(, #"<(

j inf FM � F� j � Ch � �JqŸÀ�Ã&�&


•

7>*CL27>NO� C (+ #"ˆ(CI'7E�1L�5'7%(CIJ�1$��15'IŽ7>5 h M�"%5'I�Å4 '�1*2� F� = inf
0� i � N � 1

F i
�

q 'kL FM (x1) =

inf FM
MKÅ���&35

•

�1*

•

*27>N � �xqŸÀ�ÃAÃ&
GM � �Jq¢À�Ã$� 
‡"<5'I � �Jq¢À�Ã&�&
F(, #"<(

jF � 1
� � F� j � Ch:

'ŠL � 1 2 N�
M-ÅF�-7>;J(!"<&95 � �xqŸÀ�À“Á 
Gq �

T T&%



� �������	��

� �

� ��� ���������

�������
�

��� ����� �



���

�

�  ��

�

��!	"$#



���%�
�

�'&

(�)+*-,/.+*10325476847*:93,1.+*1)+;<47.=*?>@6A;3*-B+)CBED@6893F54/,/)CGIHJ;<4K2MLNHAO

Ç

)=4->PLQ03;
6A,14/FRB+25)CS%936A,768T547,1)U>@6A;3*

VXWZY

y	[]\_^A\a`

WZb

^Acd^

b	egf

y"y	ch`\W

eji

^A\Ik#W

Y

^A\a`mlEn��

�

Ã��Mo

pKHJ0q*r;3HA03*sF5;t4/.+,1)+*/*1HJ;3*rFRB+F]S:>3)+*r9uHA25v]B+,1FR*1476A0xwy.=2z6A*{47H

�m|

F5*/B=HJ932z68*147F

�

03)+*

o

�K;}9	HJ2~vxB=,/F5*14E682

)=*14?0q;•6A€J,1.+€<684->3)‚•ƒHA;3HxB=,/F5*14E680xw

�

25)+*-€J,768FR;3*


…„

)=4KB+HA;3*14/F5470q)‚>3HA;3B}03;
•†6Z47.+,1Fz6A0‡D3.…47.+,1H

�

€Jˆ=;3)

„

HJ‰Š2R6‹476AFR252R)�BŒ6A,/6AB=4/.+,1FR*14/F

�

03)‡>3)

|

6A,1Fz684/FRHJ;•>3)=*Ž93,/HA93,/F5.=47.=*†•%.+B+6A;3F

�

03)=*†)=*14�B=)+2R25)

>30•€J,/6AFR;

o

pKHA03*g.=4/03>3FRHA;3*g>PLQ03;•9	HJF5;t4}>3)

|

03)�;t03•ƒ.=,/F

�

0q)�2mLQD3HJ•%HJ€J.+;q.+FR*/6847F5HJ;‘>’LN03;“4/)+2

•ƒ6847.=,/FR6A0

„

)+;”BED3)=,/BED@6A;<4•S‘>3.…47)+,1•ƒF5;3)+,†03;3)•2RHAFK>3)•B+HJ•%9uHA,147)=•ƒ)=;<4�)

�

)+B…47F

|

)•9uHA03,†03;

9	HJ25v]B=,/FR*{4E6A2’B+HJ•%9uHA*/.U>PLQ03;‡;3HJ•–O3,1)C*/0q—%*768•ƒ•%)+;<4-€J,768;3>�>3)C•ƒHJ;qHxB=,/FR*{4E6A0]w

o

T TFK



���������
	���
������������

���������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":( �

T T<;



� ��� ����� ���

��$#*

�

/ (

7

$&�

�

�

�	��
 
:� � �%�
� ��� 
 ���-
������ ��	������������������ ��� 
:����� ��� ���-��� ��� 	�� � 	�� ��!#"�� 
 
��$�8�������
�

�%���'& �%�(&�� 	��
�)�

*@,/.=>3.+,1FRBC(�)+€JHA2R2 a;b

a V�+-,:i/.ZV10�2�+

l

W

c9W�3U^A\M`

WZb

^Ac9W

e

WEn�4

WZb

\ n|W…\

V

kq^A[tnEn(5!WEn

276

W…\78�^:9%W

b

[#W<;:c~^A`RnAW�4 ^Zn l/^Ac

2

=>=@?�A>A

i

^:B

b

W�C c~^:CED@^Ac cF5!W

V

W

e

WHGJI

^

b	e

iK.8Vri�f–V�2�.

3

,L./fM,:W

lON+[jW

b

l

W

[PB \

2%Q–WZY

^A`

b

W

e

W	D

W

ch[@l!W/^A[

2

=

8SR

A

	

#

W

V

k#WEn

b

^:T

V

W

e

WHG

b +7Q�UV,XWYQ<2rf b

^AcZT nAW|W…\

i W+eP[

c9WEn<3 [

Y

5�B…`)N+[#WEn

2

R

2

^:9%W

b

[#W

e

[]\^5

b

5�B1^Ac

e

W�\:^A[]c c9W

2

_

IPR

?a`

V

c~^

Y

^:B \

c9Wcb

W

c c�dKl!W�B

Y

`mlEnfe W

b:g

lfe hiB

j'kKlcmonqp�r�s)lcnutwvyx{z�|ax}k•~o€Lxwscnqtwrivuvu•�‚(xwl�xwsc€LnykExƒl�mEx„xw…:xOt†l�nu‡�x p�lcs�xOp�p)ˆ'p�lcscr�nyk‰scxwvqr#ˆ

lcnyŠ{k‹ŠiŒ•p)Š{€ŽxLl�|aŠiˆ'‚(nu€LxwkEp�nyŠ{kEriv
•:Š�vu•(t•sc•(p�l‘rivqpw’S“”moxOp)x•r�s�x–r�—�—�scxw—fr#lcxHp�ŠiŒ�r�Œ˜xw|

lcxwkEpLŠ�Œ$•™xHs)Œ˜xOt†lcvy•›š:Š�k™‚(xH‚Jp)nuko—{vyxwˆœtws�•(p)lcriv1•˜moxwžori—�Š{kEriv”r#lcŠ�€LnqtŸvqr#l�l�nqt•xO ¡—{scr�nykEpHz

|•nyl�m„‡@r�s�••nuko—•Š{s�nuxwkflcril�nuŠ�kEpH’o¢�r{t‘mƒ—�s‘rinuk£Š�š:xw•(p1r•—{ny‡{xwk£koŠ{kovynukoxOris1‡fnqpct•Š�•Evur{p�lcnut

p)l�scxHpcp�ˆ'p)l�s‘rinukƒs�xHvuril�nuŠ�kSz�|•monqt‘m¤‚(xw•:xwkE‚Ep�Š�k„l�moxLŠ�scnuxwkflcril�nuŠ�k}Š�Œ�l�mEx–—�s‘rinukS’�¥�s�xwˆ

twnup�x$twr�vutw~ovqr#l�nuŠ�k™p
•™xHs)Œ˜Š{s�€LxO‚L|•n¦lcmLl�monqp�€Lnqt•scŠ{pct•Š{•onuta€LŠ(‚(xwv�riscx�t•Š{€L•EriscxH‚Ž|•nyl�m

tHrivqt•~ovqr#lcnyŠ{kEp�‚oŠ�kox1|•n¦lcm�r7€–r�t•scŠ{pct•Š{•onqt�ri•o•Es�Š@ž(nu€Lril�x�€ŽŠ(‚(xHv
•˜nukŸ|•monqt‘m^€–ril)l�xHs

mEr{p•koŠ–€Lnqt•scŠ{p)l�sc~Et†lc~os�x@ anyk<Š{sc‚(xHs”l�ŠŸ‚ox•l�xHs�€Lnukox�l�mEx-€–r�t•scŠ{pct•Š{•onqt�twŠ�kEp)l�nyl�~(lcny‡{x

vqr@|%’�§„xŽ¨EkE‚ rik„x•…�xHt•l�nu‡�xLš™xHmEr@‡•nyŠ{~os�Œ˜Š�s1l�mox–p)lcril�nuŠ�kEr�s�•<scxHp�•™Š{kEp)x¡|•monqt‘m r�•(ˆ

•:xHr�scp”lcŠ–š™x¡rivqp)Š–t•Š{kEp�nup)l�xHk{l•Œ˜Š{s•l�mEx�l�s‘rikEp�nyxHkfl�s�xOp)•:Š�kEp�x�’o“”mEx-nyko©E~oxwk™t•x-Š�Œ�lcmox

k•~o€¡š™xHs�ŠiŒ�—�s‘rinukEp
r�p�|�xHvyvor{p�l�mEril�ŠiŒ:l�mEx�‚(nup)l�scnušo~(l�nuŠ�k–Š�Œ:—{scr�nykŽŠ�scnuxwkflcril�nuŠ�kEp�riscx

nuk•‡�xHp)l�nu—{ril�xO‚>’

ª›«f¬ ­�®‹¯•°1±³²/´/µ¡¯�¶�± ®

· D3) 47Dq)+HJ,1)=47F5BŒ6A2x93,/)=>3FRB…47F5HJ;gHAG 47D3) ){¸u)+B=4/F

|

)-,1)+*19uHJ;q*/):HAGu6?D3)=4/)+,1HJ€J)+;q)+HJ03* •ƒ6847)=,/FR6A2tFR*

*{47FR252P6A;�)=*/*/)=;<47Fz682R25vƒHJ9	)+;/¹t03)+*{47F5HJ;

o�º

;�*/HA•ƒ)?GI)�» *1FR•%932R)KBŒ6A*1)+*

„

68;
68;@6A25vt4/FRB B=2RHJ*1)+>�GIHJ,1•

) wq9q,/)+*1*/F5HJ;“FR*ƒ¼t;3H(»:;

o

* HA,yF5;3*1476A;3B=)

„

47D3F5*yF5*y4/D3)%BŒ6A*1)ƒGIHJ,y6
25FR;3)+6A,U)+2R6A*14/FRBj•ƒ6847,1F~w½»:F~47D

25FR;3)+6A,X)=2z6A*{47F5B-F5;3B+2503*/F5HJ;3*

„

F5;ƒ4/D3) >3F52R0q4/)K25FR•%F54Ÿ¾ 47D@6Z4 F5*

„

FR;3B=2R03*1FRHJ;3* 6A,1) B=HJ;3*/F5>3)+,1)+>†4/HxHyGa6A,

6•» 6 v�GI,1HJ•�HJ;q)C6A;3HA4/D3)+, 47HjD@6

|

)}6A;�F5;t4/)+,/6AB=4/FRHJ;�¿<À˜ÁoÂ�ÃoÄ

o

Å

•%HJ,1)‚€J)=;3)+,/6A2dBŒ6A*1)}F5*-4/D@684KHAG 6ƒ•ƒ684/)+,/FR6A2P93,1)+*1)+;<47F5;3€

Y

^A\ W�B…`a^Ac

b’WZb

ch`

b

W/^:B ` \)T

ÀÆÁ(Ç:È

„

Á•É�Ê™Ä

o

· D3)UB+HA;3*14/F5470x47F

|

)?2z6•»M¾M682R*/H};@6A•%)+>Ž47Dq)

n…\�B+WEnEn�Cmn…\)B/^A`

b

B+W…c~^A\M`

WZb

¿ HAG */03BED
6–•†6Z47)+,1Fz6A2

,1)Œ6A>3*

" (x; t) =
@U
@�

(x; � (x; t)) ;
¾cÃ

o

Áo¿

»:D3)=,/)-47D3):,/)+6A2ÆË

|

6A2R03)=>–GI03;3B…47FRHA;

U
F5* 47D3):D3)…47)+,1HJ€J)=;3)+HJ0q*

W…c~^Zn…\a`ml:n…\�B+WEnEn

g@W

\ W

b

\M`a^Ach„ � (x; t)
F5* 4/D3)

n…\�B+WEnEnK\ W

b

n

W

B…„

68;3>

" (x; t)
FR* 4/D3)

n…\�B1^A`

b

\ W

b

n

W

B o

· D3,1HJ03€JDqHJ0q4 47D3F5* 6A,14/FRB=2R)

„

» )•» HA,O¼

Ì�Ì

�



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

03;q>3)+,�47D3) 6A*1*/03•%9q47F5HJ; HAG‚*/•ƒ6A2R2?9	)+,{4703,1O@684/FRHJ;3* ¾I*/•ƒ6A2R2K*147,/6AFR;

„

*/•ƒ6A2R2K>3FR*1932z6AB=)+•%)+;<4i¿

o

Å

2R2��@)=2R>3*�68,/)•>3)��@;3)+> HJ;”47Dq)•,/)=GI)=,/)=;3B+) B+HJ;��@€J03,/6847F5HJ;

„

68;3>

" (x; t)
F5*Ž2RF5;�¼A)=> 4/H 47D3)

>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;<4��@)+25>

u(x)
Otv�4/D3)C2RF5;3)Œ6A,1F	�=)+>

l

WZY�g

^A\a`�
+` ch` \�T WON+[q^A\M`

WZb

" =
1
2

�
r u + t r u

�
:

¾cÃ

o
�

¿

º

; 4/D3FR*-*/)…4/47F5;3€

„

HJ;3)‚BŒ6A;•>3)=,/F

|

)

|

6A,1FRHJ0q* O	HJ03;3>3* 6A;3> )=*14/FR•ƒ6847)=* HJ;•4/D3)})�¸’)=B=4/F

|

)}Ou)=D@6EË

|

FRHA03,ƒÀÆÁ��

�x„

Á��™É

„

Á���Ê��

�

È:È™Ä

o

(d)…4:03* ;3HA4/)U47D@684

„

FR;�€A)+;3)=,76A2

„

;3HjB+25HJ*/)=>�GIHJ,/• )…wx93,/)=*/*1FRHJ;�GIHJ,

4/D3)C){¸u)+B=4/F

|

)‚)=2z6A*{47FRBU*{47,1)+*/*-9	HA47)=;t4/Fz6A2uFR*-6

|

6AFR2R6AO32R)

o

º

;
4/D3FR*K6A,14/FRB=2R)

„

» )}»:FR2R2�B=HJ;3*1FR>3)=,-4/D3)

W…c~^Zn…\

W

C†9 `Rn l

W#g

c~^Zn…\M`ml

•ƒ6847)=,/Fz682R*Ž»:D3HA*/)}B=HJ;3*{47F54/0�Ë

4/F

|

)C2R6(» ,/)+6A>3*

_"(x; t) =
@Uvp

@�
(x; � (x; t)) +

@Ue

@_�
(x; _� (x; t)) ;

¾cÃ

o

Ç>¿

»:D3)=,/)

Uvp FR*Ž47Dq)

9 `Rn l

W#g

c~^Zn…\a`ml•n…\)B+WEnEn

g@W

\ W

b

\M`a^Ac

¾M682R*/H•,1)=GI)+,1,/)=> 4/H�6A*�4/D3)‹>3FR*1*/FR936847F5HJ;

9	HA47)=;<47Fz682'¿–6A;3>

Ue F5*j4/D3)

W…c~^Zn…\M`ml�n…\)B+WEnEn

g@W

\ W

b

\a`a^Acho��

H 4/D3)

n…\�B1^A`

b

B1^A\ W‡\ W

b

n

W

B _"(x; t) „

»:D3F5BED FR* 4/D3)y4/FR•%)U>3)+,1F

|

684/F

|

)CHAGr47D3)y*14/,76AF5;‡4/)+;3*1HJ,

„

>3)=9u)=;3>3*KOuHA4/D•HJ;�47Dq)‚*{47,/)=*/*-47)+;q*/HJ,

�
6A;3>†4/D3)K*{47,1)+*/* ,7684/):4/)+;3*1HJ,

_� oPº

;ƒ*/03BED�6yBŒ6A*1)

„

»:D3)+;ƒ47D3)-*14/,/)+*1*wË_*147,/6AFR;†,/)+2R6847F5HJ;jBŒ6A;q;3HA4

O	)£»:,/F54147)=; »:F~47D‡6g03;3FF¹t03)C9	HA47)=;<47Fz682

„

4/D3)+,1)y6A,/)C;3Hg47Dq)+HJ,1)=47F5BŒ6A2’OuHJ0q;3>3*•¼t;3H(»:;

o

º

;•4/D3)�GIHJ2R25H(»:FR;3€

„

»X)
;t03•%)+,1FRBŒ682R25v FR;

|

)+*14/FR€<6Z47)�47D3)�)�¸’)=B=47F

|

)‡Ou)=D@6

|

FRHJ03,jHAG 6•D3)=4/)�Ë

,1HJ€J)+;q)+HJ03*ƒ9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2-HJO	)=v]FR;q€ *103BED 6A;�)=2z6A*{47H™Ë

|

FR*/B=HJ932R6A*14/FRB�2z6•» ÀÆÁoÂEÉ:Ä

o��

F~47DŠ6

|

FR)�»

4/H *{4703>qv]F5;3€‘6‹•%HJ,/)�,1)Œ6A25FR*14/FRB�68;3>•B=HJ•%932R) w“•%Hx>3)=2 FR;•47Dq)�GI0x4703,1)

„

»X) » 6A;<4ƒ4/H BEDq)+B#¼

D3)=,/)/»:D3)=4/D3)+,†6A;•){¸u)+B=4/F

|

)
B=HJ;3*14/F54/0q47F

|

)�2z6•»�H8GK4 v]9	) ¾�Ã

o

Ç�¿gB+6A;•Ou)‡FR;qGI)=,/,1)+>“GI,/HJ• 47D3)

) w368•ƒF5;@6847F5HJ;�HAG 47D3)C•ƒ6847)=,/FR6A2P684:25H(» )=, */BŒ682R)

o

· D3)K6A,14/FRB+25) FR* HJ,1€<6A;3F��+)=>ƒ68* GIHA2R2RH(»:*

o

· D3)-9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2@•%Hx>q)+23F5* 9q,/)+*1)+;<47)=>ŽFR;

�

)=B=4/FRHJ;

Ã

o
�xo

(d)…4 03*��103*14 •%)+;<4/FRHJ;–F5;‚4/D3FR*

º

;t4/,/H]>303B…47FRHA;}47D@6Z4 6

g@W

cZT<l�B�T n…\m^Ac

FR* 68;g6A€J€J,1)+€<6Z47) H8G 9u)=,wË

GI)=B=472~v•O	HJ;3>q)+>‹*/F5;3€J2R)iË B=,1v]*1476A2r€A,76AF5;3*

„

6A;3> 4/D@684U)+6ABED‹€J,76AF5;•F5*?D3HJ•%HJ€J)=;3)+HJ0q*U6A;3>•HJO	)=v]*

6j€JF

|

)+;
;3HJ;325FR;3)+6A, *14/,/)+*1*wË_*147,/6AFR;‡,/)=2z684/FRHJ;

o

· D3FR*:,1)+2z6Z47FRHA;�>3)+9	)+;3>q* HJ;‡9@6A,/6A•ƒ)…47)=,/*–»:D3FRBED

6A,1)‚;qHA4:47D3)y*76A•%)CGI,/HJ•�HA;3)‚€A,76AF5;�4/HŽ6A;qHA47D3)=,:HJ;3)

„

4/D]0q* •ƒ6:¼tFR;3€g47Dq)‚9	HJ25v]B=,1v]*1476A2�D3)=4/)�Ë

,1HJ€J)+;q)+HJ03*

o��

)=B=47F5HJ; Ã

o

Ç–FR* >q)+>3F5BŒ684/)+>Ž47H–4/D3)?47Dq)+HJ,1)=47F5BŒ6A2u*14/03>qvŽH8Gr*103BED‡6–D3)=4/)+,1HJ€J)+;q)+HJ03*

2R6(»

o��

)��3,/*14ƒ,/)=BŒ6A252 */HJ•%)‡>3)��@;qF547F5HJ;3*%6A;3>•B+2R6A*/*1FRBŒ682 ,/)+*103254/*ƒHA;•47Dq)
>3)=,/F

|

6Z47FRHA;•H8GU6A;

)�¸’)=B=47F

|

)U2R6(»”GIHA, D3)…47)+,1HJ€J)=;3)+HJ0q* •†684/)+,1Fz6A25*

„

O<vŽ6–DqHJ•ƒHA€J)+;3F��Œ684/FRHJ;%93,1HxB=)+>303,1)

o

Å

* 6AO	H

|

)

*{4E684/)+>

„

47D3)‚B+2z68*/*/F5BŒ6A2d93,1HxB=)+>30q,/)–>3H])+*K;3HA4?6A93932~v�GIHJ,KHA03, •%Hx>q)+2

„

*1FR;3B=)‚4/D3)}•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B

2R6(» B+6A;3;3HA4 Ou)„»:,/F54147)=; O<v 03*1FR;3€�6ƒ*/FR;q€J2R)y9uH847)+;<4/Fz6A2

o��

)–D3H(»X)

|

)+,C>3)+B=FR>3)‚47HŽ•ƒ6:¼A)}03*/)

HAGd4/D3)?B+2R6A*/*1FRB+6A2’93,1HxB=)+>30q,/)?*1)+9@6A,/6847)=25vƒHJ;Ž47Dq)U)+2z68*147F5B 9	HA47)=;<47Fz682’6A;q>�HJ;†47Dq)

|

F5*/B=HJ932z68*147F5B

9	HA47)=;<47Fz682

„

4/Dt03*CHJOq4E68FR;3F5;3€�6A;‹){¸u)+B…47F

|

)%)+2z68*147F5B–9	HA47)=;t4/Fz6A2s6A;3> 6A; ){¸u)+B…47F

|

)

|

F5*/B=HJ932z68*147F5B

9	HA47)=;<47Fz682

„

039–47HU*1HJ•ƒ) 03;�¼t;3H(»:;ƒ936A,76A•%)=4/)+,1*

o��

HA2R2R)=B=4/FR;3€-47D3)=*/) 4†»XHy)�¸’)=B=4/F

|

) 9	HA4/)+;<47FR6A2R*

„

»X)-6A,/):6AOq2R) 4/Hy9	HJ*{47032R6847) *1HJ•%) )…wx93,/)=*/*1FRHJ;jGIHJ,s4/D3):){¸u)+B=4/F

|

) B+HJ;3*{47F~470q4/F

|

) 2R6•» ¾I*/)+)„¾�Ã

o

Á(Ã�¿

O	)+25Ho»^¿

o

�

03, 6AF5• FR* 47H 0q*/)

„

FR;}4/D3)XGI0x4703,1)

„

4/D3) )�¸’)=B=4/F

|

) 2z6•»•FR;y47D3) GIHJ2R25Ho»:F5;3€•» 6Œv

o��

HJ•%930q47F5;3€

4/D3)�,/)+*19uHA;3*/)‡HAG 6‹*{47,103B=4/03,/)]¾aB=HJ•ƒ9	HJ*1)+>•HAG 6‹2R6A,/€A)Ž;t03•–O	)+,jHAGK€J,76AF5;3*#¿yOtv 03*/F5;3€•47D3)

•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BC2z6•»�F5*

|

)+,{v
) wx9u)=;3*/F

|

)

o �

)=BŒ6A252P47D@6Z4

„

F5GrHJ;3)y03*/)=*?6!�@;3F54/)C)+2R)=•ƒ)=;<4K•%)=4/D3H]>

„

4/D3)?•%)+*/D�*1F	�=)?D@6A* 4/H–O	)?*/•ƒ6A2R25)+, 47D36A;Ž47D3) €J,76AF5;†*1F	�+)

o#"

*/FR;q€g6A;Ž)�¸’)=B=47F

|

)UD3HA•ƒHJ€A)+;3)=HJ03*

2R6(»�FR* •–0qBED†BED3)+6A9u)=,

„

GIHJ, F~4 6A2R25Ho»:* GIHA, 2R6A,/€A)+, •%)+*1Dƒ*1F	�+)=*

oSº

;j47D3F5*X68,147F5B+25)

„

6A* 6$�@,1*14X*147)=9

„

Ì�Ì�%



� ���
���

Ì

�����

.

�

�

7

*

�

 

7 �

1 �

7�� �

/�.

3

šEr�pcriv�•ovqrikox

�

�����
	��
����	�������	�	��
�������������

ex

ey
n2

n1
n3

l3 l1

l2

�� �!#"�Ã

o

Á �

Å

47HJ•%FRB}2z684147FRB=)gFR;3*1FR>3)j6�€J,/6AFR;%$�Ç'& 03;3F~4CB+)+252Ÿ¾a25)=G 4i¿

„ �

& */)=B=47F5HJ; 6A2RHJ;q€Ž47D3)

O@68*76A2 932z68;3)‚F5;3*/F5>3)y6ƒ€J,/6AFR;]¾aB=)+;<47)=,#¿

„

47Dq) Ç%*/2RF59
*{v]*147)=•ƒ*^» )y4E6:¼8)}FR;<4/HŽ6AB=B+HJ03;<4‹¾a,/F5€JD<4i¿

o

· D3)yHJ,1FR)+;<476847F5HJ;�HAG 47D3)C€J,/6AFR;�F5* €JF

|

)+;‡Otv†47D3)y6A;3€A2R)

� o

»X) 2RH]H�¼ GIHJ,s6A;–)�¸’)=B=47F

|

) B=HJ;3*{47F54/0q47F

|

)X2z6•» »:D3F5BEDgFR* B+HJ;3*1FR*{47)+;<4�»:F~47D}4/D3) •%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B 2z6•»

o

· D3F5* B+HJ;3*1FR*{47)+;qB=vjFR* BEDq)+B#¼A)=>ŽO<vgB+HA•ƒ9@68,/FR;q€?47D3) ;t03•%)+,1FRBŒ6823,/)=*/032~47* 47D@6Z4 6A,/) HJOx4E6AF5;3)+>jHJ;

4/D3):O@6A*/F5* HAG 47D3):){¸u)+B…47F

|

)-2z6•» »:F547Dg4/D3):;]0q•ƒ)=,/FRB+6A23,1)+*/0q2547* 4/D@684 6A,1) HJOq4E68FR;3)=> ¾ 47D3,1HJ03€JD%6

B=HJ*14/25v�B+6A2RB=032z684/FRHJ;
¿-»:F54/D�47D3)C•%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B?2z6•»

o

*@HJ, 4/D3FR* 930q,/9	HJ*/)

„

»X)CBED3H]HJ*/)y*/HJ•%)?47)=*14

93,1HJO325)+•%*

„

6A;3>••ƒ6:¼A)}4†»XH�B+HA•ƒ930x4E684/FRHJ;3*

„

HJ;3) »:F~47D 47Dq)–•†68B+,/HA*/B+HA93FRBy•ƒH]>3)=2

„

HJ;3) »:F~47D

4/D3)U•ƒF5B+,1HJ*/B=HJ93FRB-•%Hx>3)=2%¾IOtvƒ03*1FR;3€j6

|

)+,1v �@;3)$�@;qF547)K)+25)+•%)+;<4 •%)+*/D
¿

o

p-03•%)+,/F5BŒ6A2	,/)=*/032~47*

6A,1)C€JF

|

)+;‡FR;

�

)=B=47F5HJ; Ã

o

É

o

ª›«)( *,+.-0/ ¶fµ¡°�±21$µ¡±23/¶{µ4/ ±³².-#5

· D3)?•ƒ6847)=,/FR6A2R*%»X)U>3)Œ6A2�»:F54/D�6A,/) •ƒ)…4E6A25* 4/D@684 D36

|

)C6}D3) w368€JHJ;@6A2’6847HA•ƒF5BK2R684/4/FRB+) ¾a*1)+)

*sF5€

o

Ã

o

Áo¿

o

· D3)-HJ,/F5)+;<4E6Z47FRHA;–HAG	47D3):2z6Z4/47F5B+) F5* ;3HA4 03;qF5GIHJ,1•�F5;j4/D3):•†6Z47)+,1Fz6A26$<O<vg>3)��@;3F54/FRHJ;

„

6

b:B1^A`

b

FR*C6Ž>3HJ•ƒ6AF5; HAG 47D3)j•ƒ6847)=,/FR6A2rF5;½»:D3FRBED•4/D3)gHJ,/F5)+;<4E6Z47FRHA; *1476 v]*CB+HA;3*1476A;<4

„

6A;3> 6

9	HJ25v]B=,1v]*1476A2PFR* 6–*/)=4:H8Gs6–2R6A,/€A)?;t03•–O	)+, HAG 9	)+,{GI)+B=4/25v>Ë O	HJ;3>q)+>�€J,768FR;3*�ÀÆÁoÂEÉ:Ä

o �

)<»:F52R2	HJ;32~v

B=HJ;3*/F5>3)+, 9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A25* •ƒ6A>3)-HAGd€J,768FR;3* HAGdFR*1HA47,1HJ93F5BK*1D@6A9	)‹¾I4/D3)+,1)?FR*X;3H–*19u)=B+Fz682u>3F5,/)=B=47F5HJ;

F5;ƒ47Dq)K€J,/6AFR;%*/D36A9u)•¿

o

*@HJ, 47D3)-•†6Z47)+,1Fz6A25*�» )K>3)Œ682�»:F~47D

„

4/D3) BED@68,76AB…47)+,1FR*{47FRB:*1F	�+)KHAG�6y€J,768FR;

F5*

5:10� 6 •

„

»:D3FRBED�F5* •–03BED�2z68,/€J)=,X47D36A;�47D3)C684/HJ•%FRB *1BŒ6A25)›¾

10� 10 •‰¿7$3*/HjF54 FR* 9	HJ*1*/FROq2R)

4/H•03*/)�6•B=HJ;<47F5;]0q03• •%H]>3)+2 47H•>3)=*/B=,/FRO	)†4/D3)ŽB+HA;3*14/F5470x47F

|

)Ž,/)=2z684/FRHJ; FR;q*/FR>q)�6•€J,/6AFR;

o

Å

4

4/D3FR*‚*/BŒ682R)

„

47Dq)Ž*14/,/)+*1*–47)=;3*/HJ,‚FR*

� � (x; t) „

47Dq)Ž>3FR*1932z68B+)+•%)+;<4}FR*

u� (x; t)
6A;3> 47D3)ƒ*147,/6AFR;

4/)+;3*1HJ,

" � (x; t)
F5* 25FR;�¼8)+>j47HC47D3)->3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;t4 O<vg47Dq)K25FR;3)+6A,/F��+)+>jB=HJ•ƒ936847F5O3FR25F54 vy)f¹t0@684/FRHJ;

¾�Ã

o �

¿

o �

)j>3H�;3HA4CFR;qB+2R0q>3)–FR;‹HJ0q,U•ƒH]>3)+2s6A;<v•€J,/6AFR;•F5;t4/)+,{Ga6AB+)g93,1HJ9	)+,14/FR)=*

„

6A;q> »X)jHJ;32~v

*103939	HJ*/)•4/D@684%47D3)
>3FR*1932z68B+)+•%)+;<4†6A;3>�4/D3)‡*147,1)+*1*

|

)=B=47HA,�6A,/)‡B+HA;t4/FR;t03HJ0q*Ž684%47D3)
€J,768FR;

F5;t4/)+,{Ga6AB+)=*

o

· D3)g*{47,/)=*/*•Ë *14/,76AF5;‹,/)+2R6847F5HJ; F5;3*/F5>3)g6Ž€J,/6AFR; >q)+9	)+;3>3*CHJ;‹F~47*?HJ,1FR)=;t476847F5HJ;

„

6A;3>

4/D3)UD3)=4/)+,1HJ€J)+;q)+F54 vƒFR;ƒ47D3)?9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2’B=HJ•%)+* GI,1HJ• 47D3) Ga68B=4 4/D@684 4/D3FR* HJ,/F5)+;<4E684/FRHJ;ƒFR*X;3HA4

4/D3)C*76A•%)UGI,/HJ• HJ;3)C€J,768FR;Ž47H%6A;qHA47D3)=,:HJ;3)

o

�

)�*103939	HJ*/)�F5; 47D3)ŽGIHJ252RH(»:FR;q€
47D3684gGIHJ,g6A252 €J,/6AFR;q*

„

4/D3)


E^Zn+^Ac

g

c~^

b98

H8G-4/D3)‡6847HA•ƒF5B

2R684/4/FRB+)„¾I*/)+)�*sFR€

o

Ã

o

Á(¿ F5* 4/D3)K*/6A•%)

„

;@6A•%)+2~vg47D3)

(ex ; ey)
932z68;3)

o��

H

„

4/D3) €J,/6AFR;%HJ,1FR)+;<476847F5HJ;

F5*s>3)��@;3)+>jO<v}6A;g6A;3€A2R) Ou)…4†» )=)+;³È?6A;3>

� =6 o��

) 6A2R*1H?6A*1*/03•%) 4/D@684s4/D3) €A,76AF5;}HJ,1FR)+;<476847F5HJ;3*

H]B+B=03,–»:F547D‡)f¹t0@682�93,/HJO36AO3FR25F54 v½¾I4/D3)+,1)‚68,/)y6AB=4/0@6A2525v

|

)+,{v�GI){»�) wx9u)=,/FR•%)+;<476A2�>@68476gGIHA, 47D3)

Ì�Ì;:



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

•%)=476A2R*L»X)C>3)Œ6A2”»:F~47D

„

*1Hg47D3F5*:6A*/*103•ƒ9x47FRHA;‡F5* 47D3)C•%HJ*14:*1)+;3*1FRO325)CHJ;3)(¿

o

(�)=4 03* ;3H(» »:,/F54/) 47D3)-*14/,/)+*1*wË_*147,/6AFR;%,/)=2z684/FRHJ;jF5;3*/F5>3)-6y€J,/6AFR;

o�º

;ƒ4/D3)K•%)=476A2R*�»X) *{4703>xv

„

4/D3)+,1)K68,/)£Á

�

93,1)=GI)+,1,/)=>

n…ch`

g

n�T n…\

8…Y

n…„

>3)��3;3)+>%O<v–47D3):932R6A;3) F5;¤»:D3FRBEDg47Dq)-*12RF59–4E6:¼8)+* 932z68B+)

¾ 47D3)j;3HJ,1•†682s>3F5,/)+B…47F5HJ;•47H�4/D3FR*?9q2z6A;3)gF5*?>3)=;3HA47)=> O<v

ns
¿

„

6A;q> O<v 4/D3)j*/25FR9 >3F5,/)=B=47F5HJ;

ls
o

�-)+,/)

„

4/D3)

|

)+B=4/HJ,/*

ns(x)
6A;3>

ls(x)
>3)=9u)=;3>“HJ; 47D3)ƒ*/9@6AB=)

|

6A,1Fz6AO325)

x „

6A*y47D3)…v BED@6A;3€J)

GI,1HJ• HA;3)?€J,/6AFR;%47Hj6A;3H847D3)=, HJ;3)

o º

;Ž4/D3FR* 68,147F5B+25)

„

» )^» 6A;<4 4/H » HA,O¼†F5;�6

�

&�€A)+HJ•%)=4/,1vƒFR;

4/D3)

(ex ; ey)
932z68;3)

„

*1H³»X)‚HA;325vŽ476:¼A)yFR;<4/Hƒ68B+B+HA03;<4K4/D3)}Ç%*{vx*{47)=•ƒ*-GIHJ,L»:D3FRBED‡47D3)

|

)+B=4/HJ,/*

ns(x)
6A;q>

ls(x)
Ou)=2RHJ;q€y4/Hy4/D3)

(ex ; ey)
932R6A;3)„¾a*1)+)�*sFR€

o

Ã

o

Á(¿

o��

;3H(»:FR;3€C47D3)K*/25FR9j*1v]*14/)+•%*

„

HJ;q)yB+6A;‡B+HJ•%930q4/)C4/D3)

W

B `

8…b

\_^A\a`

WZb

\

8…b

n

W

BEn ms(x) „

»:D3FRBED
6A,/)U>q)��@;3)=>•O<v

ms(x) =
1
2

(ns(x) 
 ls(x) + ls(x) 
 ns(x)) :
¾cÃ

o

ÉS¿

· D3)}*{47,/6AFR;
,7684/)y4/)+;3*1HJ,

_" �
FR*:47D3)‚*/03• HAGs4†» H†4/)+,1•ƒ*

„

4/D3)

8

c~^Zn…\a`mlCn…\�B1^A`

b

B1^A\

8

\

8…b

n

W

B

_"e
�

6A;3>Ž47Dq)

9 `Rn l

W#g

c~^Zn…\M`ml-n…\)B/^A`

b

B1^A\

8

\

8…b

n

W

B _" vp
�

o

· D3)?)=2z6A*{47F5BK47)=,/• FR*X€JF

|

)+;�O<vƒ4/D3)?25FR;3)+6A,

�-HxH�¼8)ƒ2R6•»

o �

)%>3H•;qHA4yFR;3B=2R03>3)jF5; HJ0q,y•%H]>3)+2 6A;<v‹;3HA;32RF5;3)Œ6A,U)=2z6A*{47F5Bg){¸u)+B=4/*

„

GIHJ,U47D3)…v

6A,1)g*/•ƒ6A2R2 FR;•B+HJ•%9@6A,1FR*/HA; 47HŽ47Dq)–){¸uHJ,14/*<» )j68B+B+HA03;<4yGIHA,

o��

)g*103939	HJ*/)g47D3684?47Dq)g)+2z68*147F5B

BED@68,76AB…47)+,1FR*{47FRB=*C6A,/)}D3HJ•%HJ€J)+;q)+HJ03*?6A;3>‹FR*1HA47,1HJ93FRB‚FR;•4/D3)g9	HJ25v]B+,{v]*14E682

o "

*/F5;3€Ž47Dq)�� HJ03;3€

•%Hx>q032R03*

E
68;3>‡4/D3)��rHJF5*/*1HJ;
,/6847F5H

� „

4/D3)C)+2z68*147F5B 47)=,/•�,1)Œ6A>q*

"e
� (x; t) =

1 + �
E

� � (x; t) �
� �

E
4/,

� � (x; t)
�

I ;
¾cÃ

o

Â�¿

»:D3)=,/)

I
F5* 47D3)UF5>3)+;<4/F54 v

3 � 3
47)=;3*/HA,

o

�

;�47D3)CHA4/D3)+, D36A;3>

„

»X)y6A*/*103•%)?47D3)

|

FR*1B+HJ932R6A*14/FRB

4/)+,/• 47H%Ou)UHAGs6j9uH(»X)+,wË_2z6•» 4 vx9	)

_" vp
� (x; t) =

3X

s=1

�
j � � (x; t) : ms(x) j

K �

� n
*/F5€J;

(� � (x; t) : ms(x)) ms(x):
¾cÃ

o��

¿

�

)ƒ•ƒ6:¼8)j4/D3)%6A*/*103•%9q47F5HJ;•47D@684U4/D3)j9@6A,/6A•ƒ)…47)=,/*

n
6A;3>

K �
HAGX47D3)j9	H(» )=,wË 2R6•» 6A,1)–47D3)

*/6A•ƒ)ŽGIHA,j6A2R2X€J,76AF5;3*

o��

H

„

6A*g•%)+;<4/FRHJ;3)=>•6AOuH

|

)

„

47Dq)‡Dq)=47)=,/HJ€A)+;3)=F54 v GI,1HJ• HJ;q)�€J,76AF5; 47H

6A;qHA47D3)=, HJ;3) �103*14 B=HJ•%)+*XGI,1HJ• 47D3) Ga68B=4 4/D@684X47D3)?HA,/FR)=;<4E684/FRHJ;%47)+;q*/HJ,1*

ms(x)
6A,1)?;3HA4X47D3)

*/6A•ƒ)

o

�

H

„

4/D3)CB+HJ;q*147F~470q4/F

|

)y,1)+2R6847F5HJ;ŽFR;q*/FR>q)C6%€J,/6AFR;�,1)Œ6A>q*

_" � (x; t) = _"e
� (x; t) + _" vp

� (x; t):
¾cÃ

o

Ã�¿

�

)+B+6A*14/FR;3€	¾cÃ

o

Ã�¿ F5;Ž47D3)?GIHA,/• H8G–¾�Ã

o

Ç�¿

„

»X)C*/)=)C4/D@684

„

FR;�HJ0q, BŒ6A*1)

„

47Dq)y•%FRB=,/HJ*1B+HJ9qFRB *{47,1)+*/*

9	HA47)=;<47Fz682R*}¾aF5;<47,/H]>303B=)+>�FR; ¾�Ã

o

Ç�¿O¿ ,/)+6A>

Ue
� ( _� � ) =

1
2

_� � � � � _� � ;
¾cÃ

o

Ê>¿

Uvp
� (x; � � ) =

1
n + 1

�
1

K �

� n 3X

s=1

j � � : ms(x) jn+1 ;
¾cÃ

o

�>¿

»:D3)=,/)C47D3)UGIHJ0q,147D�HJ,1>3)+, 4/)+;3*1HJ,

�
HJ;325v†>3)+9	)+;q>3* HJ;

E
6A;q>

�
¾a*1)+)J¾cÃ

o

Â�¿H¿

o

Ì
	
�



� ��� �a�

	

� ���

.

�<����� �

.�� ����"%$&�

�

�'1�*

�)7

. / (�* .

(�)=4



O	)–47D3)–,1)+€JF5HJ; H]B+B=0393FR)=>•O<v•47Dq)–9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2sFR;•4/D3)–,/)…GI)+,1)+;3B=)%B=HJ; �@€A03,7684/FRHJ;

o

�

HA2

|

FR;3€ 4/D3) •ƒF5B+,/HA*/B+HA93FRB •%H]>3)+2<B=HJ;3*/F5*14/* F5;C*/)Œ68,/BED3F5;3€-GIHA,P47D3) >3FR*1932z68B+)+•%)+;<4 �@)=2R>

u� (x; t)
*1HJ2R0q4/FRHJ;Ž4/H%4/D3)C)f¹t03F52RFROq,/FR0q• ){¹t0@6847F5HJ;

8x 2 
 ; 8t 2 [0; T];
>3F

| � � (x; t) = 0;
¾cÃ

o

Á(È>¿

6A25HJ;3€<»:F~47DgB+HA;3*14/F5470x47F

|

) 2z6•»:*Ÿ¾cÃ

o

ÂŸË1Ã

o��

Ë�Ã

o

Ã�¿

„

B+HJ•%9@684/FRO3F52RF~4 vU)f¹t0@684/FRHJ; ¾�Ã

o
�

¿ 6A;3>jB+HA;

|

)�Ë

;3F5)+;<4-FR;3F~47FR6A2’68;3>�OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;q>3F54/FRHJ;3*

o

�

0@6A;<47F~4E684/F

|

)=25v

„

»X)‚03*1)U47D3)UGIHJ252RH(»:FR;3€};]0q•ƒ)=,/FRB+6A2

|

6A2503)+* $

E = 105000 �

�s6

; � = 0:43; K � = 178 �

�s6

; n = 6:5:

ª›«�� *,+.-0+/±2/ ±��2-•®K¶	��
ƒ¯�¶�±„® 3K°�±³µ -•²/´K° -

º

;

�

)+B=4/FRHJ;VÃ

o

Ç

o

Á

„

» ) �@,1*14ƒO3,/F5)
�3v“,1)+B+6A2R2 4/D3)
B=2z6A*1*/F5BŒ6A2 DqHJ•ƒHA€J)+;3F��Œ684/FRHJ;“9q,/H]B+)+>q03,/)

À˜Á����™Ä 03*/)=> F5; 47D3)g*{4E684/FRHJ;@68,1v
BŒ6A*1)›»:Dq)+;‹47D3)g*{47,/)=*/*•Ë *14/,76AF5;‹,/)+2R6847F5HJ; B+6A;‹Ou)¤»:,1F54/4/)+;‹O<v

03*1FR;3€�6ƒ*/FR;q€J2R)‚9uHA4/)+;<47FR6A2

o

p-)…w]4

„

F5;

�

)=B=47F5HJ; Ã

o

Ç

o
�x„

»X)–03*1)–47D3)}93,/H]B+)=>303,/)–4/HŽ>3)…47)+,1•ƒF5;3)

4/D3)j6A;@6A2~vt47FRB+6A2d)…wx93,1)+*/*1FRHJ;

„

039 47HŽ*1HJ•%)–9@6A,/6A•ƒ)…47)=,/*

„

HAG 47D3)}){¸u)+B=4/F

|

)gOu)=D@6

|

F5HJ03,?H8G 47D3)

9	HJ25v]B=,1v]*1476A2

o

�-)+;3B=)=GIHJ,{47D

„

4/D3)+,1)‚68,/)C;3HjOuH]>qvŽGIHA,/B+)=*

o

��������� ������������� �!�#"%$�&'$�(!)+*%��, �.-/��$!*10324$�� )+536�24)

(�)=4 03*sB+HJ;3*1FR>3)=, 6A;–)=2z6A*{47F5B •ƒ6847)=,/Fz682a¾I*/)=)

�

)+B…47FRHA;›Ã

o

Áo¿ F5;}47D3) *14E6Z47FRHA;@6A,1vyB+6A*/)

„

>3)+*1B+,1FÆË

O	)+>�O<v�6‚D3)=4/)+,/HA€J)+;3)=HJ03* •%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B *{47,/)=*/* 9	HA47)=;<47Fz682

U� (x; � � ) o

· D3)UB+HA;3*14/F5470x47F

|

) 2R6(»

F5*?€JF

|

)+; O<v ¾cÃ

o

Áo¿•»:F~47D

U � U�
o �

)–*103939	HJ*/)}4/D@684

U�
FR*K*147,1FRB…4725v‡B=HJ;

|

)…w »:F54/D•,/)+*19u)=B=4

4/H

� �
o

· D3)j•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B

e 8

h

W

B

Y

^A\a`

WZb g@W

\

8…b

\M`a^Ac W� (x; " � )
F5*?>3)��@;3)+> 6A*?4/D3)%(d)=€J)+;q>3,/)

4/,76A;3*{GIHJ,/• HAG

U�
»:F~47D‡,/)=*/9	)+B=4:4/H

� �
o

�

)•BŒ6A; �@,1*14K»XHJ,O¼ »:F54/DŠ47D3)•>3FR*1932z6AB=)+•%)+;<4�6A*ƒ47D3) 0q;�¼t;3H(»:; 6A;q>”>3)��@;q) 47D3) *1H™Ë

B+6A2R25)+>

887 8

l…\a`'9

8Že 8

h

W

B

Y

^A\a`

WZb½g@W

\

8…b

\a`a^Ac WM
o

*@HJ,‚6 €JF

|

)+; *{v]•ƒ•%)=4/,/FRBƒB+HJ;q*14E68;t4}47)+;q*/HJ,

"M
„ WM ("M )

F5* >3)��3;3)+>
Otv

WM ("M ) = inf
�

hW� (x; " � (x)) i ; " � (x) 2 K ("M )
�

;
¾�Ã

o

Á:Áo¿

»:D3)=,/)

h� i
FR* 4/D3)y6

|

)+,/6A€J)yH

|

)+,



68;3>‡4/D3)C•ƒF5;3FR•%F	�+6847F5HJ;j*/9@68B+)yFR* >3)��@;3)+>
O<v

K ("M ) =
�

" � (x); 9 u� (x)
*7684/FR*{G vxF5;3€	¾cÃ

o
�

¿ F5;


 ; u� (x) = "M � x
HJ;

@

�

:

pKHA4/) 4/D@684

„

6A*•6•B=HJ;3*/){¹t03)+;3B=)•HAG ¾cÃ

o �

¿

„

6A2R2C*14/,76AF5; 4/)+;3*1HJ,/*

" �
FR;

K ("M )
*7684/FR*{G v

h" � (x) i = "M
o

(�)=4

" � (x)
O	) 47D3) •%FR;qFR•%F	�+)=,jHAGC93,/HAO32R)=• ¾�Ã

o

Á:Áo¿

„

6A;3>”25)=4

� � (x)
Ou)

4/D3):•ƒF5B+,/HA*/B+HA93FRB *{47,1)+*/*��@)=2R>%684 ){¹]0qFR2RF5O3,/F503•

o

· Dq)-)�¸’)=B=4/F

|

):*{47,768FR;%6A;3>j*14/,/)=*/* 47)+;q*/HJ,1*X68,/)

>3)��@;3)=>•6A*:47D3)‚6

|

)+,/6A€J)=*KH

|

)=,



H8Gr4/D3)‚•%FRB=,/HJ*1B+HJ9qFRB?47)=;3*/HA,/*

o��

)yD36

|

)–6A25,/)+6A>qv�;3H847FRB=)+>

Ì
	

�



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

4/D@684–4/D3)Ž){¸u)+B…47F

|

)�*14/,76AF5; 47)=;3*/HJ,}FR*

"M
o �

)†*/)=4

� M = h� � (x) i o

�

;q)ŽBŒ6A;“*1D3H(» 4/D@684

)�¸’)=B=47F

|

)C47)=;3*/HJ,1* 68;3>�9uHA4/)+;<47FR6A2�6A,1)C2RFR; ¼A)+>�O<v

� M =
@WM

@"M
("M ):

¾�Ã

o

Á

�

¿

*@HJ,XB=HJ•%932R)…47)+;q)+*/*

„

2R)…4 0q* •ƒ)=;<47FRHA;†47D@6Z4 47Dq)+,/)?6A,/)KHA47D3)=,Ž» 6 v]* 4/H–>3)��3;3)U6A;�)�¸’)=B=47F

|

)

9	HA47)=;<47Fz682

o��

) D@6

|

)U*/H–Ga68,¡»XHJ,O¼8)+>K»:F54/D†47D3) >3)=GIHJ,1•†6Z47FRHA;ƒ9	HA47)=;<47Fz682

W� (x; " � ) „

» )U•ƒ6Œv

6A2~47)=,/;@684/F

|

)+25vV» HJ,H¼ »:F54/D 4/D3) *{47,1)+*/*
9uH847)+;<4/Fz6A2

U� (x; � � ) „

4/D3) *{47,1)+*/*��@)+25> O	)+F5;3€“47D3)

03; ¼];qHo»:;

o

· D3)C*1H™Ë B+6A2R25)+>

887 8

l…\a`'9

8

n…\�B

8

nEn

g@W

\

8…b

\M`a^Ac UM
F5* >3)��3;3)+>
Otv

UM (� M ) = inf
�

hU� (x; � � (x)) i ; � � (x) 2 S(� M )
�

;
¾�Ã

o

Á•Ç>¿

»:D3)=,/)

� M
FR*-6j€JF

|

)+;•*{v]•ƒ•%)=4/,/FRBCB=HJ;3*1476A;<4 4/)+;3*1HJ,

„

6A;3> »:D3)+,1)‚4/D3)‚•%FR;qFR•%F	�Œ6Z47FRHA;†*/936AB+)

F5*->q)��@;3)=>
O<v

S(� M ) =
�

� � (x); � � (x) � n(x) = � M � n(x)
HJ;

@
 ;
>3F

| � � = 0
FR;



�

:

(�)=4

� � (x)
Ou) 47D3)X•ƒF5;3FR•%F	�=)+,PH8G@93,/HAO32R)=•X¾cÃ

o

Á(Ç>¿

„

68;3>}25)=4

" � (x)
O	)X47Dq)X•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B *147,/6AFR;

�@)=2R> 684U){¹t03FR25FRO3,1FR03•

„

»:D3FRBED‹FR* ,/)+2R6847)=> 47H

� � (x)
O<v�¾cÃ

o

Áo¿Ÿ»:Dq)+,/)

U
FR*?,1)+932R6AB+)=>•Otv

U�
o

Å

€<6AFR;

„

)�¸’)=B=4/F

|

)%47)=;3*/HJ,1*g6A,1)ƒ>3)��@;3)=>•6A*–6

|

)=,76A€A)+*–H

|

)=,



HAG •ƒF5B+,/HA*/B+HA93FRBg47)=;3*/HA,/*

o

Å

252

*{47,/)=*/*:47)=;3*/HJ,1*

� � (x)
FR;

S(� M )
*/6847F5*1G v

h� � (x) i = � M
„

*/Hg47Dq)U){¸u)+B=4/F

|

)y*{47,1)+*/*:47)=;3*/HA, FR*

� M
o �

)}*/)…4

"M = h" � (x) i o

Å

*KFR;
4/D3) �3,/*14 BŒ6A*1)

„

HJ;3)‚BŒ6A; *1D3H(» 47D@6Z4 )�¸’)=B=47F

|

)}4/)+;3*1HJ,/*

6A;q>
9	HA47)=;<47Fz682�6A,/)U25FR;�¼8)+>‡O<v

"M =
@UM

@� M
(� M ) o

�

;3) *76Œv]*r47D3684�47D3) •ƒ6847)=,/Fz6828GIHJ252RH(»:*�6A;

887 8

l…\M`'9

8

n…\)B

8

nEn�Cmn…\�B1^A`

b

B

8

c~^A\M`

WZb

F5Gt47Dq)X)�¸’)=B=47F

|

)

*{47,/)=*/* 9	HA47)=;<47Fz682

UM
>q)��@;3)=>�O<v ¾�Ã

o

Á•Ç>¿ F5* 4/D3)?(�)=€J)+;3>q,/) 4/,76A;3*{GIHJ,/•

„

»:F54/D†,/)=*/9	)+B…4 47Hy47D3)

•ƒ6AB+,1HJ*/B=HJ93F5B?*14/,76AF5;Ž47)+;q*/HJ,

"M
„

HAGd47D3)?)�¸’)=B=4/F

|

)C>3)…GIHJ,/•ƒ684/FRHJ;ƒ9uHA4/)+;<47FR6A2

WM
>3)��@;3)+>‡O<v

¾�Ã

o

Á:Áo¿

o

�





�������

k

8

k

WZY†W

b

8…b

`�� ^A\M`

WZb<g

B

W

l

8/e

[�B

8�� 8

kq^:9

8
	

[<n…\�B

8

l/^Ac c

8/e

`Rn 
E^Zn

8/e–WZb

l/^AcRl…[]ch[tn

W

h 9Z^:B…`a^A\a`

WZb

n

2

^

b	e�b’W

N+[q^

b

\M` \)T

e 8†g 8…b	e

n

WZb

\a`

Y 8

e

. b

\ k

8

\a`

Y 8

C

e 8†g 8…b	e 8…b

\-l/^Zn

8#2

[

b	e 8

B

\ k

8

N+[3^Zn…`Rn…\m^A\a`mlƒ^

g>g

B

W

GJ`

Y

^A\M`

WZb 2

` \:`Rnƒ^Ac n

W¤g@W

nEn…`�
+c

8

\

W
e 8�� b98

^

b 887 8

l…\M`'9

8je 8

h

W

B

Y

^A\M`

WZb

g@W

\

8…b

\M`a^Ac ^

b	e

^

b 887 8

l…\M`'9

8

n…\)B

8

nEn

g@W

\

8…b

\M`a^Ac

2


fT%\Ik

8

n+^

Y 8Lg

B

W

l

8/e

[�B

8

^Zn‚^�


W

9

8

e

��������
 � $�&'$!(!)+*3��, �.- ��$�* $��#- "3) 0 $!����� 2���� -/�!�#�����

�

)†;3H(» 9q,/H]B+)+)=>“47H•4/D3)�D3HJ•%HJ€J)=;3F	�+6847F5HJ; H8G 47D3)Ž9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2 •%H]>3)+2X93,/)=*/)+;<4/)+>•FR;

�

)=B=4/FRHJ; Ã

o
�xo �

HJ;q*147F~470q4/F

|

) 2z6•»:*�6A,1)�¾cÃ

o

Â ËJÃ

o��

Ë�Ã

o

Ã�¿

„

B=HJ,/,1)+*19uHJ;q>3FR;3€“9	HA4/)+;<47FR6A2R*�68,/)

>3)��@;3)=>ŠO<v ¾cÃ

o

Ê Ë Ã

o

�>¿

„

6A;q>•4/D3)�)f¹t03F52RFROq,/FR0q• ){¹]036847F5HJ;•FR*	¾cÃ

o

Á(È>¿

o �

D3)=;�»:,1F547F5;3€ 47DqFR*

){¹]036847F5HJ;

„

» )ŽD36

|

)�;3)+€A2R)+B…47)=>‘47D3)Ž6AB+B=)+2R)=,7684/FRHJ;

o

Å

*}4†»XH 9uH847)+;<4/Fz6A25*}6A,1)†F5;

|

HJ2

|

)+>

„

6A;3>

6A*ƒ47D3) B=HJ;3*{47F54/0q47F

|

) 2R6•» FR*ƒ4/FR•%)�Ë_>3)+9	)+;3>q)+;<4

„

» )•B+6A;3;3HA4Ž>3FR,1)+B=4/25v•03*1)•47D3)
47D3)=HJ,1v » )

D@6

|

)��103*14X,/)=BŒ6A252R)=>

o

�KH(» )

|

)=,

„

»X) B+6A;�6A9q9325vg4/D3)-4/D3)+HA,1v%*/)=9@6A,76Z47)+2~vjHJ;ƒ4/D3) )=2z6A*{47F5B-*{47,1)+*/*

9	HA47)=;<47Fz682 6A;q>“HJ; 47D3)

|

F5*/B=HJ932z68*147F5Bƒ*{47,1)+*/*g9	HA4/)+;<47FR6A2

o�º

;3>3)=)+>

„

F5G–»X)�HJ;325v B=HJ;3*/F5>3)+,}HJ;3)

Ì
	�Ì



� ��� �a�

	

� ���

.

�<����� �

.�� ����"%$&�

�

�'1�*

�)7

. / (�* .

9	HA47)=;<47Fz682

„

»X)‡6A,/)�F5; 47D3)�*1)=4147FR;q€ >q)=4E68FR2R)=>“FR;

�

)=B=4/FRHJ; Ã

o

Ç

o

Á

o

Å

B…470@6A2525v

„

47D3)�9q,/H]B+)+>q03,/)

F5*UFR•%•ƒ)=>3Fz684/)‚GIHJ,K47D3)j)+2R6A*14/FRB–9	HA4/)+;<47FR6A2 6A*U)=2z6A*{47FRB}93,/HJ9	)+,{47F5)+*C6A,1)%DqHJ•ƒHA€J)+;3)=HJ03*UF5; 47D3)

9	HJ25v]B=,1v]*1476A2

o��

)-4/Dt03*XGIH]B+03* HJ;%47D3)

|

FR*/B=HJ932R6A*14/FRB *14/,/)=*/* 9	HA4/)+;<47FR6A2

o

· H}*1FR•%932RF~G v};qHA4E684/FRHJ;

„

25)=4

d� = _" vp
�

>q)+;3HA4/)y4/D3)C•ƒF5B+,1HJ*/B=HJ93FRB

|

F5*/B=HJ932z68*147F5B?*14/,76AF5;�,7684/)C4/)+;3*1HJ,

o

���

	

�

Ì

�)� � ��
 � �������-��� ��� 	���� 	�
:� 


�

) �@,1*14 ;3HA4/)-4/D@684 47)=;3*/HJ,1*

ms
6A,1)K*{v]•ƒ•%)=4/,/FRB:68;3>†*/6847F5*1G v

mxx
s = � myy

s
6A;q>

mxz
s =

myz
s = mzz

s = 0
¾a*1)+)/¾�Ã

o

ÉS¿O¿

o

�-)+;3B=)

„

GIHA,?6A;<v
*1v]•ƒ•%)=4/,/F5B‚•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BC*147,1)+*1*?47)+;q*/HJ,

� �
„

»X)‚D36

|

)

� � (x) : ms(x) = � � (x)us(x) + � � (x)vs(x) „

»:D3)=,/)ƒ» )C*1)=4

� � = � xx
� � � yy

� ; � � = 2� xy
� ; us = mxx

s ; vs = mxy
s :

�

F~47D ¾cÃ

o �

¿

„

»X):;3HA4/) 47D@6Z4 47)=;3*/HJ,1*

d�
HJ;q25vy>3)+9	)+;q>ƒHJ;–4†»XHU*/B+6A2z68,

|

6A,/FR6AO32R)=*

„ dxx
�

6A;3>

dxy
�

o

�

HŽ4/D3)–HJ;q25v

|

6A,/FR6AO32R)=*-4/HŽB+HA;3*/F5>3)+, 6A,/)

dxx
�

„ dxy
�

„ � �
68;3>

� �
o

· D3)–9	HA4/)+;<47FR6A2

Uvp
� (x; � � )

4/D@6841»X) FR;<4/,/H]>303B+)=>–FR;‰¾cÃ

o

�>¿dFR*s;qHA4 *{47,/F5B=4/25vCB+HA;

|

)…w‹»:F~47D‚,/)+*19u)=B=4 4/H

� �
„

O30q4sF5G
»X) ,/)�»:,/F~47)

F~4:FR;�47)=,/•%* HAG

(� � ; � � ) „

Uvp
� (x; � � ; � � ) =

1
n + 1

�
1

K �

� n 3X

s=1

j � � us(x) + � � vs(x) jn+1 ;

F~4 470q,/;3* HA0q4 4/H–Ou)?6}*14/,/FRB…472~vƒB=HJ;

|

) wŽGI03;3B…47F5HJ;ŽHAG

(� � ; � � ) „

6A;3> ¾�Ã

o �

¿ BŒ68;�Ou)K,/)+B+6A*14:F5;<47H

dxx
� =

@Uvp
�

@� �

6A;3>

dxy
� =

@Uvp
�

@� �
:

(�)=4

W vp
� (x; dxx

� ; dxy
� )

O	)‚4/D3)–(�)+€A)+;3>3,1)}47,/6A;3*{GIHJ,/• HAG

Uvp
�

»:F547D
,/)=*/9	)+B=4U4/H

(� � ; � � ) o

Å

*

Uvp
�

F5*}6
D3HJ•%HJ€J)+;q)+HJ03*yGI03;3B…47FRHA; HAG:>3)=€J,/)=)

n + 1
HAG 47D3)†9@6AFR,

(� � ; � � ) „

4/D3)Ž9	HA47)=;<47Fz682

W vp
�

F5*:6jDqHJ•ƒHA€J)+;3)=HJ03* GI03;3B…47F5HJ;�HAGs>q)+€J,1)+)

1 + 1=n
HAGr4/D3)C9@6AF5,

(dxx
� ; dxy

� ) o

�

)C;3H(»�4/03,/;‡47Hj47D3)C>3)=,/F

|

6Z47FRHA;‡H8G 6A;‡){¸u)+B…47F

|

)‚•%H]>3)+2

o

*@HJ2R25Ho»:F5;3€}4/D3)‚€A)+;3)=,76A2�93,1H™Ë

B=)+>303,1)‚,1)+B+6A2R25)+>�FR;

�

)=B=47F5HJ;	Ã

o

Ç

o

Á

„

» )y>3)��@;3)U47D3)C)�¸’)=B=47F

|

)y9uH847)+;<4/Fz6A2

W vp
M

Otv

W vp
M (dxx

M ; dxy
M ) = inf

�
hW vp

� (x; dxx
� ; dxy

� ) i ; (dxx
� ; dxy

� ) 2 K (dxx
M ; dxy

M )
�

;

»:D3)=,/)

K (dxx
M ; dxy

M )
FR* >q)��@;3)=>•O<v

K (dxx
M ; dxy

M ) =

(
(dxx

� (x); dxy
� (x)); 9 u� (x)

*/03BED�47D3684

u� (x) = 
 (dxx
M ; dxy

M ) � x
HA;

@

6A;3> 1

2

�
r u� + t r u�

�
= 
 (dxx

� (x); dxy
� (x))

FR;




)

;

4/D3)UGI03;3B=4/FRHJ;



Ou)=FR;3€j>3)��@;3)+>
O<v


 : (u; v) 2 R2 7!

0

@
u v 0
v � u 0
0 0 0

1

A 2 M 3(R):

Ì
	
	



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

�A03*{4?68*}¾cÃ

o

Á

�

¿ D3HA2R>3*

„

F54:D3HA2R>3* 4/D@684

� M = � xx
M � � yy

M =
@W vp

M

@dxx
M

; � M = 2� xy
M =

@W vp
M

@dxy
M

:
¾�Ã

o

ÁfÉS¿

· D3)••ƒ6AB=,/HJ*1B+HJ93F5B•9	HA47)=;<47Fz682

W vp
M

FR*†6‘D3HJ•%HJ€J)=;3)+HJ0q*†GI03;3B…47FRHA;ŠHAGC>3)=€J,/)=)

1 + 1=n
HAG

(dxx
M ; dxy

M ) o

· H‚03*1) 47D3F5* Ga6AB=4

„

» )-;3)+)=>%4/HCBED@6A;3€J)

|

6A,/FR6AO325)+* $<F5;3*14/)Œ6A>jHAG�» HJ,H¼tFR;3€£»:F54/Dg47D3)

B+6A,14/)+*/FR6A;

|

6A,1Fz6AO325)+*

dxx
M

6A;q>

dxy
M

„

2R)…4 0q*¡»XHJ,O¼›»:F54/Dƒ47Dq) 9	HJ2z6A, B=HxHJ,1>3FR;36847)=* 6A*1*/H]B+Fz6Z47)+>%47H

4/D3)+•

„

47D3)C,/6A>3FR0q*

RM =
q

(dxx
M )2 + (dxy

M )2

6A;q> 47D3)}6A;3€J25)

� M
o

· D3)+*1)

|

6A,/FR6AO325)+*-93,/)=*/)+;<4U4/D3)–6A>

|

68;t476A€J)y47D@684

RM
6A;q>

� M
6A,/)‚,/)=*wË

9	)+B…47F

|

)+2~v�D3HJ•%HJ€J)=;3)+HJ0q*:GI0q;3B=4/FRHJ;3* H8Gs>3)=€J,/)=)

1
68;3> ÈgHAG

(dxx
M ; dxy

M ) o��

H

W vp
M

,/)+6A>3*

W vp
M (RM ; � M ) = R1+1 =n

M C(� M );
»:D3)=,/)

C
FR*:6A;�03; ¼];qHo»:;‡GI03;3B…47FRHA;

o

Å

*-47D3F5* 9	HJFR;<4

„

»X)–FR;<4/,/H]>303B+)y47D3)yGIHJ2R25H(»:FR;3€%*/F5•ƒ9325F��@B+6847F5HJ;

o#�

HJ;3*/F5>3)+,1FR;3€%47D@6Z4

„

�@,/*{4

„

6A252@€J,768FR;jHJ,/F5)+;<4E6Z47FRHA;3* HxB=B+03,-»:F54/Dj)f¹t0@6A2	93,/HAO@6AO3F52RF54 v

„

6A;q>ƒ*1)+B+HA;3>

„

47D@684 4/D3)K€A)+HJ•%)=4/,1vgHAG

4/D3):€J,76AF5;3* 68;3>jHAG 47D3) 9	HJ25v]B=,1v]*1476A23FR*sFR*/H847,/HA93FRB

„

»X):9uHJ*{47032R6847)

„

»:F~47D3HJ0x4 6A;<v–,1FR€JHJ,1HJ03*��10q*wË

4/F��@B+6847F5HJ;†HAG�4/D3FR* Ga6AB…4

„

47D@684X47D3) ,/)+*19uHA;3*/)?H8G�47D3)K9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2uFR* FR*/H847,/HA93FRB

„

6Z4 2R)+6A*14¡»:D3)+;

4/D3)U;t03•–O	)+, HAGd€J,/6AFR;q* FR* 2z6A,1€J) )=;3HJ03€JD

o �

)K47D3)=,/)=GIHA,/)U*/F5•ƒ9q2RF5G v}47D3)U93,1)

|

FRHA03* )…wx93,1)+*/*1FRHJ;

HAG

W vp
M

„

*1)=4/4/FR;3€

C(� M )
6A* 6A; ¾I03;�¼t;3H(»:;�¿ B+HJ;q*14E68;t4

C „

GIHJ,

� M
FR* 68;j6A;3FR*1HA47,1HJ93F5B

|

6A,/FR6AO325)

»:D3)=,/)+6A*

RM
F5*:6A;
F5*/HA4/,/HJ9qFRB

|

6A,1Fz6AO325)

o

(�)=4-03*:>3)��3;3)

J (� M ) =

r
3
2

r

(~� xx
M )2 + (~� yy

M )2 �
1
2

(~� zz
M )2 + 2(� xy

M )2;
¾�Ã

o

Á(Â�¿

»:D3)=,/)

~� M = � M �
�

1
3

47,

� M

�
1

FR* 47D3)

e 8

9 `a^A\

W

B `ml

g

^:B \

HAG

� M
o

· Dq)+;�)f¹t0@6Z47FRHA;3*£¾�Ã

o

ÁfÉS¿

B+6A;
O	)£»:,/F~4/47)=;‡6A*

_" vp
M =

�
J (� M )

K M

� n @J
@� M

;
¾�Ã

o

Á

�

¿

»:D3)=,/)

K M
FR* 68;%0q;�¼t;3H(»:;†9@6A,/6A•%)=47)=,Ÿ¾a932R6ŒvxF5;3€?47Dq)-,1HJ2R) H8G	4/D3):B+HJ;q*14E68;t4

C
03*1)+>ƒ6AO	H

|

)(¿

4/D@684•» )£»:F52R2P>3)…47)=,/•%FR;3)UO<v�;t03•%)+,1FRBŒ682PB+HJ•%930q476847F5HJ;3* F5;

�

)+B…47FRHA;½Ã

o

É

o

���

	

�

Ì

�

Ì �

��� 	
�

� ��	�
P"



� �%�o��� ���<�����



�•"�
P���c�<� 	�� 
 �%����& �%�o&•� 	��
�

º

; 4/D3)%93,/)

|

F5HJ03*y9@6A,{4

„

»X)ƒD@6

|

)ƒ•ƒ6A>3)j03*1)ƒHAGX47D3)%B+2R6A*/*1FRB+6A2 D3HJ•%HJ€J)=;3F	�+6847F5HJ;•93,1HxB=)�Ë

>30q,/)†4/H•HJOq476AFR; */)=9@6A,76Z47)+2~v 6A;‘)=2z6A*{47FRB%){¸u)+B…47F

|

)Ž9	HA47)=;<47Fz682X68;3>“6

|

F5*/B+HA932z6A*{47F5Bƒ)�¸’)=B=47F

|

)

9	HA47)=;<47Fz682

o �

)ƒ9	HJ*14/032z6Z47)

„

68€<6AFR; »:F~47D3HJ0x4}68;tv ,1FR€JHJ,1HJ03* �103*{47F �@BŒ684/FRHJ; HAGX47D3F5*CGa68B=4

„

4/D@684

4/D3)ƒ)�¸’)=B=4/F

|

)ƒB+HJ;q*147F~470q4/F

|

)ƒ2R6(»�GIHJ,U47D3)%9	HJ25v]B+,{v]*14E682 F5*U47D3)%*/03•�H8G 47Dq)ƒ)=2z6A*{47FRBj)�¸’)=B=47F

|

)

4/)+,/• »:F547D•4/D3)

|

FR*/B=HJ932R6A*14/FRB–)�¸’)=B=47F

|

)j47)=,/•

o �

H�47Dq)%)�¸’)=B=4/F

|

)jB=HJ;3*14/F54/0q47F

|

)g2z6•» 47D@6Z4£» )

03*1)‚F5*

_"M (x; t) = � : _� M (x; t) +
�

J (� M (x; t))
K M

� n @J
@� M

;
¾�Ã

o

Á(Ã�¿

Ì
	��



� �a� ���

�

���

(

�

. *8�

7

"

3

* .� &(

3

$# 

»:D3)=,/)

J
FR*‚>3)��@;q)+>“O<vV¾cÃ

o

ÁoÂ�¿

o �

HJ2

|

FR;q€
47Dq)†){¸u)+B…47F

|

)Ž•%Hx>q)+2 B+HJ;q*/FR*{47*‚FR;‘*1)Œ6A,1BED3FR;q€•GIHJ,

4/D3)C>3FR*1932z6AB=)+•%)+;<4��@)=2R>

uM (x; t)
*1HJ2R0x47FRHA;Ž47Hg47D3)C){¹]0qFR2RF5O3,/F503• )f¹t0@684/FRHJ;

8x 2 
 ; 8t 2 [0; T];
>3F

| � M (x; t) = 0;
¾cÃ

o

Á(Ê>¿

6A25HJ;3€L»:F~47DCB+HJ;q*147F~470q4/F

|

) 2z6•» ¾�Ã

o

ÁoÃ�¿

„

B+HJ•%9@684/FRO3F52RF~4 v:)f¹t0@684/FRHJ;�¾cÃ

o �

¿u6A;3>yB+HJ;

|

)=;3FR)=;<4sF5;3F54/Fz6A2

6A;q>
O	HJ03;3>36A,1v�B=HJ;3>3F~47F5HJ;3*

o

· D3)K»:D3HJ25)Ž•ƒF5B+,1HJ*/B=HJ93FRBƒB+HJ;q*147F~470q4/F

|

)�2z6•» F5;

|

HJ2

|

)+*j68;

�

&��

„

68;3>“47D3)�93,1HxB=)+>30q,/)+*

>3)…4E6AF52R)=>‚F5;

�

)=B=4/FRHJ;¤Ã

o

Ç

o

Á >3H ;qHA4 68939325v?FR;C47D3F5*rB+6A*/)

o �

F~47Dy47D3) ;t03•ƒ)=,/F5BŒ6A2J4/)+*14/*s>3)=*/B=,/FRO	)+>

F5;�4/D3)UGIHJ2R25H(»:FR;3€

„

»X)‚BED3)=B#¼‰»:D3)=4/D3)+,:47DqFR*:6A939q,/HŒwxFR•ƒ6847F5HJ;�•†6Œv†Ou)C*/)=;3*/F5O32R)

o

ª›«�� � ´ / -L°�¶fµ�
 5 ° -71�´ 5i¯ 1

º

;
4/D3)‚9q,/)

|

F5HJ03* *1)+B…47FRHA;

„

» HJ,H¼tFR;3€³»:F547D�47Dq)‚>3)…GIHJ,/•ƒ684/FRHJ;�9	HA47)=;t4/Fz6A2

„

» )yD@6

|

)‚GIHJ03;3>

6A;‡){¸u)+B…47F

|

)C•ƒH]>3)=2’GIHJ, 47Dq)y9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2

„’[

g

\

W

\Ik

8��Zb’W �

c

8/e

b

8–W

hU\ k

8

l

WZb

n…\_^

b

\ K M
¾a*1)+)

¾�Ã

o

Á(Ã�¿O¿

o™º

;–HA,/>3)=,s47HK>3)=4/)+,/•%FR;q) 6

|

6A2503)XGIHJ,

K M
„

»X) 03*1) ;]0q•ƒ)=,/FRB+6A2tB+HJ•%930q476847F5HJ;3* HJ;–>3F~GœË

GI)=,/)+;<4:9	HJ25v]B=,1v]*1476A2R*£À˜ÁoÂ�Â

„

ÁoÂ

�

Ä

„

»:F54/D�*/)

|

)+,/6A2P25FR;3)+6A,X>qFR*/9q2z6AB=)+•%)+;<4 O	HJ03;3>@68,1vƒB+HJ;3>qF547F5HJ;3*

o

º

;“47Dq)�GIHA2R2RH(»:F5;3€

„

»X)‡BEDq)+B#¼ 47D3684–47Dq)+,/)�) wqF5*14/*j6‹*1FR;3€A2R)

|

6A2503)†GIHJ,

K M
*/03BED•47D3684g•ƒ6EË

B=,/HJ*1B+HJ93F5BƒB=HJ•%930q4E6Z47FRHA;3*U6A€J,1)+)‹»:F54/D •%FRB=,/HJ*1B+HJ9qFRB–B=HJ•ƒ9q0q4E684/FRHJ;q*?GIHJ,C6A2R2r47)+*{4}9q,/HJO325)+•%*

¾ 47D@684}FR*

„

•ƒ6AB+,1HJ*/B=HJ93F5B%4/)+;3*1HJ,/*g68,/)†){¹t0@6A2 47H•4/D3)Ž6

|

)=,76A€A)ŽHAG •%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B%4/)+;3*1HJ,/*}H

|

)+,

4/D3)C9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2



¿

o

�

;3)ƒB+6A;“6A25*/H/» HA,O¼ »:F547D‹47Dq)†•%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B%*{47,1)+*/*}9uHA4/)+;<47FR6A2 47H
HJOq476AFR;‘6A;‘)�¸’)=B=47F

|

)

*{47,/)=*/* 9	HA4/)+;<47FR6A2

o

�

;3) �@;3>q*r47Dq)X*/6A•ƒ) ,/)=*/032~4r6A*L¾�Ã

o

Á

�

¿

„

»:F~47D}6

^

g

B `

W

B…`

>3F ¸u)+,1)+;<4rB+HJ;3*{4E6A;<4

K s
M

o

· HU;]0q•ƒ)=,/FRB+6A2R2~vC>3)=4/)+,1•ƒF5;3) 6

|

6A2503) GIHJ,

K s
M

„

HA;3)Ž»XHJ032R>–GIHA2R2RH(» 4/D3) *768•ƒ) 9q,/H]B+)+>q03,/)

6A* O	)=GIHA,/)

„

)…wxB+)=9q4 47D@684 HJ;3)L»XHJ032R>¤»XHJ,H¼ »:F54/Dg2RFR;q)Œ6A,r*/03,{Ga6AB+) GIHJ,1B+) O	HJ03;3>36A,1v}B+HJ;3>qF547F5HJ;3*

o

º

G‚47D3)

|

6A2R0q) GIHJ03;3> GIHJ,

K s
M

FR*Ž4/D3) *76A•%)‹6A*�47D3)

|

6A2503) GIHJ03;3> GIHJ,

K M
¾'»:F547D 25FR;3)+6A,

>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;<4dOuHJ0q;3>@6A,{v?B+HA;3>3F54/FRHJ;q*#¿

„

47D3)=;U47D3) )�¸’)=B=47F

|

) *14/,/)=*/*d9uH847)+;<4/Fz6A28FR*P47Dq) (d)=€J)+;q>3,/)

4/,76A;3*{GIHJ,/• HAGd47D3) ){¸u)+B=4/F

|

)y>q)=GIHJ,1•†684/FRHJ;ƒ9uH847)+;<4/Fz6A2

„

68;3>�47D3)U9	HJ25v]B=,1v]*1476A2P6AB…470@682R25v%HJO	)=v]*

6A;•)�¸’)=B=4/F

|

)g*{47,1)+*/*•Ë *{47,768FR;•,/)=2z684/FRHJ; ¾a*1)+)

�

)=B=47F5HJ; Ã

o

Ç

o

Áo¿

o��

)}>3FR> ;qHA4U•ƒ6:¼A)}4/D3FR*�¼]F5;3> HAG

4/)+*14

„

*/F5;3B+)

„

»:Dq)+;•HJ;3)ƒ03*/)=*g*/03,{Ga6AB+)†GIHA,/B+)†OuHJ0q;3>@6A,{v B=HJ;3>3F~47F5HJ;3*

„

47Dq)†>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;t4–684

){¹]0qFR2RF5O3,/F503• FR* HJ;32~vŽ>3)…47)=,/•%FR;3)=>‡0q9‡4/Hƒ6j,/F5€JFR>†OuH]>qv�•%HA47F5HJ;

o

*sFR;36A2R2~v

„

6‹4/D3FR,1>•4/)+*{4†F5*g9uHJ*1*/F5O32R) $ HJ;3)�B+6A;•0q*/)‡•ƒF wq)=>•OuHJ0q;3>@6A,{v•B+HJ;3>qF547F5HJ;3* ¾'» )

F5•ƒ9	HJ*/)%>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;t4‚HJ; *1HJ•%)ƒ9@68,14–HA; 47Dq)†O	HJ03;3>@68,1v 6A;3> *103,1Ga68B+)ƒGIHA,/B+)ƒ)+25*/){»:Dq)+,/)•¿

o

�

)+*103254/*
HAGy47DqFR*K¼tFR;3> HAG‚47)+*{4
6A,/)‹€JF

|

)+; FR;”4/D3)•GIHJ2R25Ho»:F5;3€

o

· D3) 9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2C6AB…470@682R25v

HJO	)=v]*K6A;‡){¸u)+B=4/F

|

)‚*{47,/)=*/*•Ë *14/,76AF5;•,1)+2z6Z47FRHA;�F5Gd47D3)

|

6A2R0q)U93,/)

|

F5HJ03*125vŽGIHJ0q;3>‡GIHA,

K M
¾a03*1FR;3€

25FR;3)+6A,?>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;t4CO	HJ03;q>@6A,1v B+HJ;3>qF547F5HJ;3*@¿KFR*C6A25*/H

|

6A2RF5> »:F54/D•47D3)=*/)%•ƒF wq)=>•OuHA03;3>@6A,{v

B=HJ;3>3F~47FRHA;3*

o

�

)gD36

|

)ƒ9	)+,{GIHJ,/•%)+>‹;t03•%)+,1FRBŒ682r47)=*14/*}»:F~47D•47D3,1)+)j>3FÆ¸’)=,/)+;<4C9	HJ25v]B=,1v]*1476A2R*

„

HJ;3)gHAGŽÇ�È

€J,/6AFR;q*<¾ �@,/*{4L»:F54/DŽ6}B=H<6A,/*1) •%)+*1D $�ÂC47HJÁ(Â �@;3F~47)K)+2R)=•ƒ)=;<47* 9	)+,X€J,768FR;
	<47D3)=;J»:F54/D�6 �3;3)+,

•%)+*1D $ �@;3F~47) )=2R)=•ƒ)=;t4 )+>3€J)=*s4†»XHC4/FR•%)+*r*/•ƒ6A2R25)+,#¿

„

6A;3>}4†»XHCHAG�Á�Á(È €A,76AF5;3*–¾ 47D3) */6A•%) €J,768FR;

€J)=HJ•%)=47,{v

„

O30x4¡»:F~47Dj4†» H‚>3F ¸u)+,1)+;<4 HJ,/F5)+;<4E684/FRHJ;j*/6A•ƒ9q2R)+*@¿

o �

)•» HJ,H¼gFR;%€J)+;q)+,7682RF	�=)+>j932R6A;3)

*{47,768FR; FR; >3FR,1)+B=4/FRHJ;

z „

4/D@684‚FR*U47H‡*76Œv »X) �103*{4‚*1FR•–0q2z684/)j6

�

& 2z6ŒvJ)=,‚H8G 47Dq)ƒ9	HJ25v]B=,1v]*1476A2

HAGX*/F5>3)g*/0q,1Ga6AB=)

S „

»:F~47D Ç'& >3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;t4

„

*{47,768FR;‹6A;3>‹*{47,/)=*/*C47)=;3*/HJ,$�3)+2R>q*

o �

Dq)Œ6A,1*

" xz

Ì
	��



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

6A;q>

" yz
6A,1)U)f¹t0@6A2P4/H!�+)+,1H

„

6A;q>

" zz
FR* 03;3F~GIHJ,/• HJ;�47Dq)ƒ»:DqHJ2R)U2R6 vA)+,

o

· D3)

|

682R03)?H8G

" zz
FR*

HJOx4E6AF5;3)+>�O<v‡6A*/*103•%FR;3€g47D3684 47D3)C,1)+*/0q2547F5;3€–GIHJ,1B+)C;3HJ,1•†6A2u47Hg47D3)C2R6 vA)+, F5*��+)+,1H

o

�

;‹4/D3)g*/F5>3)g*/0q,1Ga6AB=)

S „

»X)%BEDqHxHJ*1)j*/)

|

)+,/6A2 >3F ¸u)+,1)+;<4COuHA03;3>@6A,{v B=HJ;3>3F~47FRHA;3* $P25FR;3)+6A,

>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;<4}O	HJ03;3>36A,1v‹B=HJ;3>3F~47FRHA;3*�¾

\

8…b

n…`

WZb

l

WZY�g

B

8

nEn…`

WZb

„

4/Dt03*–6‡*147,/6AFR; >3)=;3HA47)=> O<v

6•*/0q9u)=,/*/B=,/F59q4³·

�

	

nEk

8

^:B „

6‹*{47,/6AFR;“>3)=;3HA4/)+>

�

	

\

8…b

n…`

WZb

l

WZY�g

B

8

nEn…`

WZb

nEk

8

^:B „

6 *{47,/6AFR;

>3)=;3HA4/)+> ·

���

¿

„

68;3>‡6A2R*1H

Y

`˜G

8/e




W

[

b	e

^:BiT�l

WZb	e

` \a`

WZb

n…„

2R)=4147F5;3€}4†»XH%HA939uHA*/F54/) Ga6AB=)+* GIHJ,1B+)

GI,1)+)

„

F5•ƒ9	HJ*1FR;3€ �+)+,1H‚;qHJ,/•ƒ6A2]>3FR*1932z6AB=)+•%)+;<4 HJ;jHJ;3) Ga68B+)

„

6A;3>jFR•%9uHA*/FR;q€U6?03;3F~GIHJ,/• 47)=;3*/F52R)

>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;<4�,7684/)•HJ;Š4/D3) 2R6A*14ƒGa6AB+) ¾ 47)=*14�>3)=;3HA4/)+> ·Ÿ¿

o

* HA,†>3F5*/932R6AB+)=•ƒ)=;t4†OuHA03;3>@6A,{v

B=HJ;3>3F~47FRHA;3*

„

4/D3)C*14/,76AF5;�4/)+;3*1HJ,/*K6A,1)

"T C
M (t) =

0

@
� t 0 0
0 � � t 0
0 0 0

1

A ; "S
M (t) =

0

@
0 � t 0

� t 0 0
0 0 0

1

A

6A;q>

"T CS
M (t) =

0

@
� 1 t � 2 t 0
� 2 t � � 1 t 0
0 0 0

1

A :

*@HJ, O3,/)

|

F54 v

„

»X)yHJ;325vŽ>3)=476AFR2PDq)+,/)CHJ;q)y4/)+*14-B+6A*/)

„

;36A•ƒ)=25vƒ47D@684:H8G 6g9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2�*103O�Ë

�1)=B=47)=> 47H‡*/D3)+6A,}25H<6A>

o

· Dq)Ž6

|

)=,76A€J)=>“•ƒF5B+,1HJ*/B=HJ93FRBg*{47,/6AFR; 47)+;q*/HJ,}6A;3> 4/D3)†•ƒ6AB=,/HJ*1B+HJ93F5B

*{47,768FR;
4/)+;3*1HJ,-FR;3B=,/)Œ68*/)}25FR;3)+6A,/2~vŽ68*-4/FR•%)yF5;3B+,1)Œ6A*1)+*

o

�

;3)yBŒ6A;
*/)=)}HJ; *sFR€

o

Ã

o �

47D3)‚6

|

)=,76EË

€J)=>‘•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5Bg*14/,/)+*1*

h� � (x; t) i
6A*y6�GI03;3B=4/FRHJ;‹HAGX47F5•ƒ) ¾'» )%D@6

|

)

h� yy
� i = �h � xx

� i
6A;q>

� zx
� (x; t) = � zy

� (x; t) = � zz
� (x; t) = 0

¿

„

6A;3> 47Dq)–•†68B+,/HA*/B+HA93FRBy*14/,/)+*1*

� M (t) „

»:D3F5BED

F5*‚03;qF5GIHJ,1•�FR;‹47D3F5*CBŒ6A*1)

o �

)%•†6™¼A)j47D3)ƒ6A*/*103•%9q47F5HJ; 4/D@684

„

FR;‹47D3)%2RHJ;q€™Ë_4/FR•%)–2RF5•ƒF~4

„

47D3)

*{47,/)=*/*y47)+;q*/HJ,1*

� � (x; t)
6A;3>

� M (x; t)
B=HJ;

|

)=,/€J)%47H‡6�2RFR•%F54

„

»:D3FRBED‹47Dt03*CB+HA,/,/)=*/9	HJ;3>3*C47H

4/D3) *1476847F5HJ;@6A,{v},1)+€JF5•ƒ)XHAG1¾cÃ

o

Ã�¿s6A;q> ¾�Ã

o

ÁoÃ�¿

o

�

;3) BŒ68;%BEDq)+B#¼–47D3684 47Dq) 2RFR•%F54

lim t !1 � xy
M (t)

>3)=9u)=;3>3*XHJ;

K M
¾ GIHJ, 47D3F5* */D3)+6A, 2RH<6A>g4/)+*14

„

6A;†68;@6A25vt4/FRBŒ682q)…wx93,1)+*1*/FRHA;ŽBŒ6A;%O	):GIHA03;3>�¿

o��

)

BED3H]HJ*1)

K M
*1H%4/D@684

lim
t !1

� xy
M (t) = lim

t !1
h� xy

� (x; t) i ;
»:D3F5BED 25)Œ6A>3*�F5;”47D3F5*‡B+6A*/)•4/H•4/D3)‹;]0q•ƒ)=,/FRB+6A2

|

6A2503)

K M = 347 �

�s6

o

· D3)‹93,1)

|

FRHJ0q*

){¹]036847F5HJ;j)+;qGIHJ,1B+)=* 4/D@684

„

FR;–47Dq)-25HJ;3€™Ëm47F5•ƒ) 2RF5•ƒF~4

„

47Dq)-)�¸’)=B=4/F

|

):2R6(»•FR*sB+HJ;3*1FR*{47)+;<47»:F54/D–47D3)

•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5Bg2z6•»

o

· D3)%•†68B+,/HA*/B+HA93FRBg*{47,/)=*/*y>3FR*1932z6ŒvA)+>‘HA; *rFR€

o

Ã

o �

D@6A*CO	)+)+; B+HJ•%930q4/)+>

03*1FR;3€•4/D3FR*

|

6A2503)ŽHAG

K M
o �

)‡6A25*/H•;3H847FRB=)†47D3684

� xx
M = 0 „

68*%) wx9u)=B=47)=>

o

�

;“47D3)�HA4/D3)+,

D@68;3>

„ h� xx
� (x; t) i

FR*:;3H84 �+)+,1H

„

D3H(»X)

|

)=, 039�47H%6g*/•ƒ6A252’)+,1,/HJ,

o

*@HJ,‚4/D3)�HA47Dq)+,–47)=*14j93,1HJO325)+•%*

„

4/D3)�*/F~470@6Z47FRHA;‘FR*‚47D3)�*/6A•ƒ)Ž6A*–47D3)�HA;3)‰» )�>q)+*/B=,/F5Ou)

D3)=,/)

o•º

4UFR*K9uHJ*1*/F5O32R)}4/H �@;3>•HAG

|

6A2503)‚GIHJ,

K M
O<v•6A> �103*14/FR;3€Ž4/D3)–2z68,/€J)=*14UB=HJ•ƒ9	HJ;3)=;<47*?HAG

*{47,/)=*/*‚6A;3>‹*14/,76AF5; 47)=;3*/HJ,1*�¾aFR; 4/D3)g2RF5•ƒF~4

t ! 1
¿

„

68;3>•47D3)=,/)gFR*?6�*1•†682R2s)=,/,1HJ,?HJ;‹*/HA•ƒ)

B=HJ•ƒ9	HJ;3)=;<47*‹¾

xx
6A;3>

yy
F5;
*1D3)Œ68, 2RHJ6A>

„ xy
F5;
47)=;3*/F5HJ;•B=HJ•%93,/)=*/*/F5HJ;•25H<6A>�¿

o

· D3)

|

6A2503)+*

GIHJ0q;3>•GIHJ,

K M
6A,/)y€JF

|

)+;
FR;	·s6AO

o

Ã

o

Á

o �

)‚;qHA47F5B+)C47D@684

„

039
4/HŽ6JÈ

o

É�� )+,/,1HJ,

„

4/D3)

|

6A2503)

>3)=9u)=;3>3* ;3)=F547Dq)+, HJ;–4/D3) 4 v]9u) HAG	O	HJ03;3>36A,1v}B+HJ;3>qF547F5HJ;3*

„

HJ;g4/D3) ;t03•–O	)+, HAG	€J,/6AFR;q*

„

HA;–47D3)

•%)+*1DŽ*/F��+)-;3HJ, HA;ƒ47Dq)KHJ,1FR)=;t476847F5HJ;%>3FR*{47,/F5O30q4/FRHJ;j*768•ƒ9325)

o

· Dt03* 4/D3)K9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2	HJOu)…v]* 6A;

)�¸’)=B=47F

|

)yB+HJ;q*147F~470q4/F

|

)y2R6•» »:F~47D

K M = 346 �

�s6

o

º

;gHJ,/>q)+,s4/HU•ƒ)+6A*/03,1) 47D3) )+,/,1HJ, HAG 4/D3) */•ƒ6A252xB=HJ•ƒ9	HJ;3)=;<47* HAG@4/D3) 47)=;3*/HJ,1*�»:F54/Dg,/)+*19u)=B=4

4/H%4/D3)y6

|

)+,/6A€J)

|

6A2R03)

„

»X)‚>3)��@;3)C*/HA•ƒ)C)+•%93F5,/FRB )+*14/FR•ƒ6847HA,/* $

Ì
	<;



� �a� ���

�

���

(

�

. *8�

7

"

3

* .� &(

3

$# 

h� xx
� i

h� xy
� i

4/FR•%)

ÂÉÇ

�

ÁÈ

�

È

É>È

�

È

È

� xx
M

� xy
M

47F5•ƒ)

ÂÉÇ

�

ÁÈ

�

È

É�È

�

È

È

�� �!#"PÃ

o
�

�

�

D3)+6A, 2RH<68>–HJ;–47Dq)•Ç�È?€J,768FR;–9	HJ25v]B=,1v]*1476A2 $J6

|

)+,768€J)+>%•ƒF5B+,1HJ*/B=HJ93FRBX*14/,/)+*1*^¾a2R)…G 4i¿

„

•ƒ6AB+,1HJ*/B=HJ93F5BU*147,1)+*1*¤¾I,/FR€ADt4#¿

o

Ç�Èg€J,/6AFR;q*

�

HJ6A,/*1)y•%)+*1D

Ç�Èg€J,768FR;3*

*sF5;3)?•%)+*/D

Á�Á(Èg€J,768FR;3*

�

68•ƒ9325)¤Á

Á�Á(Èg€J,/6AFR;q*

�

6A•%932R)

�

· Ç:ÉSÂ

o��

Ç™ÉSÃ

o

Á

·

�

Ç:ÉSÂ

o��

Ç™ÉSÂ

o��

Ç™ÉSÃ

o

Á Ç:ÉSÂ

o

Ç

�

Ç:ÉSÃ

o
�

Â Ç™ÉSÃ

o
�

Â Ç™É�É

o��

Ç:É�É

o��

·

���

Ç:É

�qo

Á Ç™É

�qo

È Ç™É

�qo����

Ç:ÉSÂ

o

É

����� "�Ã

o

Á ��� 682R03)=* HAG

K M
GIHA, >3FÆ¸’)=,/)+;<4 9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2R*¡»:F547D†>3F ¸u)+,1)+;<4 2RHJ6A>3FR;q€J*£¾ 47D3)?F5;3>3F˜Ë

B+6847)=>

|

6A2R0q)UFR* 47Dq)‚6

|

)+,768€J)CHJ;�>3F ¸u)+,1)+;<4-OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;q>3F54/FRHJ;

|

6A2503)+*@¿

o

�ŠGIHA, •ƒF wq)=>�OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;q>3F54/FRHJ;3*

„ lim
t !1

�
h" xy

� i =h" yy
� i

�
	

�

lim
t !1

�
h� xx

� i =h� xy
� i

�
GIHA, */D3)+6A,K25H<6A>
	

�ŠGIHA, 47)+;q*/FRHA;�Ë B=HJ•ƒ9q,/)+*1*/F5HJ;�2RH<6A>

„ lim
t !1

�
h� xy

� i =h� yy
� i

�
	

�

lim
t !1

�
h� xx

� �+ � xy
� i =� xy

M

�
GIHA,’47)=;3*/F5HJ;�Ë B=HJ•%93,/)=*/*/F5HJ;�Ë_*/D3)+6A,P2RHJ6A>

„

O	HJ03;q>@6A,1v B+HJ;q>3F54/FRHJ;3*

O	)+F5;3€j*/Hj47D@6Z4

lim
t !1

� xx
M �+ � xy

M = 0
	

· D3)

|

6A2503)+* GIHA03;3>ŽGIHJ, 4/D3)+*1)C)+*14/FR•ƒ6847HA,/* 68,/)?€JF

|

)=;‡F5;‰·r6AO

o

Ã

o
�xo

�

;q)?BŒ6A;�;3H847FRB=) 47D3684:6A252

)=,/,/HA,/*?68,/)y*/•ƒ6A2R2-¾I2R)=*/*:47D@6A; Ç �›¿

„

*/Hƒ47D3)y){¸u)+B…47F

|

)}2R6(» FR*K6%€AHxH]>•689393,/HŒwxFR•ƒ684/FRHJ;�HAGr47D3)

•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BU•ƒH]>3)=2’FR;�•%HJ*14:H8Gr4/D3)C*/F54/0@684/FRHJ;3* *{4703>qFR)+>

o

º

4}F5*–6A25*/H‡FR;<47)=,/)=*147F5;3€
4/H•B=HJ•ƒ9q0q47)†6

|

)+,/6A€J)+*}HJ; €J,/6AFR;3*CHAG *147,1)+*1*–HJ,}*{47,/6AFR; 47)+;q*/HJ,1*

„

6A;q>Š;3HA4ƒHJ;•4/D3)/»:D3HJ2R)‡9	HJ25v]B+,{v]*14E682

o �

)	» 6A;<4†47H ¼t;3H(» »:D3)=4/D3)+,%47D3)=*/) 6

|

)+,768€J)+*�68,/)

*1FR•%FR2z68,sGI,/HJ• HA;3)K€A,76AF5;%4/H–6A;3H847D3)=,XHJ;q)

„

HJ,

|

)+,{v%>3F ¸u)+,1)+;<4

o

(�)=4X03*XGIH]B+03* HJ;%47D3):47)=;3*/F5HJ;�Ë

B=HJ•ƒ9q,/)+*1*/F5HJ;�Ë *1D3)Œ68, 2RH<6A>

o

Å

4:)Œ68BED�4/FR•%) *{47)+9

„

» )CB+HA•ƒ930x47)

„

GIHJ, )Œ68BED‡€A,76AF5;

„

4/D3)C6

|

)+,/6A€J)

H

|

)=, 47Dq)K€J,/6AFR;%HAG

(" vp
� )yy 68;3>†HAG

~� yy
�

¾

~�
F5* 47D3)K>3)

|

Fz6Z47HJ,1FRB 9@6A,{4 H8G

�
¿

o��

)Ÿ»XHJ,H¼›»:F~47Dj47D3)

|

FR*1B+HJ9q2z6A*{47FRB:*{47,768FR;ƒ4/)+;3*1HJ,X6A;3>ƒ4/D3)->3)

|

Fz6Z47HJ,1FRB:*14/,/)+*1* 47)=;3*/HA,X*1FR;3B=)K47Dq)+*/) 6A,/):47Dq)K;@6Z4703,/6A2

|

6A,1Fz6AO325)+* GIHJ,X4/D3)

|

FR*1B+HJ932R6A*14/FRB-47)+,1• H8G 4/D3)?B=HJ;3*14/F54/0q47F

|

)?2R6(»

o��

)+*/0q2547* 6A,/)?€AF

|

)=;�FR;K*rFR€J*

o

Ì
	

�



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

Ç:Èj€A,76AF5;3* Ç�Èg€J,768FR;3* Á�Á(Èg€J,768FR;3* Á�Á(È–€J,/6AFR;q*

�

H<6A,/*1)C•ƒ)=*/D *sF5;3)U•%)+*/D

�

68•ƒ9325)¤Á

�

6A•ƒ9q2R)

�

·

�

� È

o

� �

·

� �]o

Â �

�xo

Â � È

o

Ê � Á

o
�

�

� �]o

� �

�xo

� � Á

o

Á � Á �

·

���

È

o

Ç � È

o

Ç � Á

o

É � Á

o

Ç �

����� "%Ã

o �

� � 6A2503)+*yHAG )=,/,/HA,})+*{47F5•†684/HJ,/*UGIHJ,‚>3F ¸u)+,1)+;<4‚9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A25*„»:F54/D‘>3FÆ¸’)=,/)=;t4}2RH<6oË

>3F5;3€J*

o

Ã

o

ÇC6A;3>JÃ

o

É

o

Å

4 47Dq) Ou)=€JFR;3;qFR;3€

„

47D3)-6

|

)=,76A€A)+* GIHJ, 6A252q€J,/6AFR;3* 6A,/) 47Dq) *76A•%) $<)

|

)+;›»:F547DqHJ0q4

6A;<vjv]FR)=2R>%*147,1)+*1*

„

4/D3)

|

F5*/B=HJ03* �3Ho» B+6A;†O	)-;3)+€J25)+B…47)+>

„

6A;q>†>303)-47HC47D3)K03;3F~GIHJ,/•�)=2z6A*{47F5B+F54 v

6A*1*/03•%9q4/FRHJ;

„

682R2@€J,/6AFR;3* €AF

|

):47Dq)K*/6A•ƒ):,1)+*/0q254

o

Å

* 4/D3)

|

F5*/B=HJ932z68*147F5B 47)+,1• FR;3B=,/)+6A*/)=*

„

€J,768FR;

,1)+*/9	HJ;3*1)+*gO	)+B=HJ•ƒ)ƒD3)=4/)+,1HJ€J)+;q)+HJ03*

o

Å

B+B=HJ,/>qFR;3€•4/H•B=2z6A*1*/FRB+6A2 ,/)+*103254/*}F5;‘)+2R6A*14/H™Ë 9q2z6A*{47FRB=F54 v

À˜ÁoÂ:Ê™Ä

„

47D3) �3,/*14}*/)…4gHAG:9	HJFR;<47*‚HJ; *sF5€

o

Ã

o

É

„

B+HJ,1,/)+*19uHA;3>3FR;q€•47H•6

|

)+,{v 25Ho» •ƒ6AB=,/HJ*1B+HJ93F5B

|

FR*1B+HJ9q2z6A*{47FRB *147,/6AFR; ¾a6A,/HA03;3>›È

o

È�È�È

�

¿

„

68,/) 6A25FR€J;q)+>g6A25HJ;3€U6?25FR;3)

„

4/D3) */25HJ9u) HAG�»:D3FRBEDjFR*s;3HA4

Ga6A, GI,1HJ• 4/D3)U*/D3)+6A,-•ƒH]>3032503*

o

(dF ¼A)?GIHJ, *1)+2~GœË B+HA;3*/F5*147)=;<4 689393,/HJ6ABED3)+*

„

47D3)C*/25HJ9	)U>3)+B=,/)Œ68*/)+*

>30q,/FR;q€–47D3)?25H<6A>3F5;3€J¾a*/)=)?47D3)K47D3,1)+)U*/)…47* HAGd9	HJF5;t4/*XGIHJ, 6–•†68B+,/HA*/B+HA93FRB

|

F5*/B=HJ932z68*147F5BK*{47,/6AFR;

HAG�È

o

È�È�È

�q„

È

o

È:È Á(È–6A;q>KÈ

o

È�È Á•ÉS¿

„

Oq0q4 HJ;3) BŒ6A;�6A25*/H‚HJO3*/)=,

|

)‚68;�6A>3>3F~47F5HJ;@6A2 D3)…47)+,1HJ€J)=;3)+F~4 v

o

· D3F5*Ž¼tFR;q>ŽHAGdB+0q,

|

)=* BŒ6A;†Ou)K03*/)=>Ž47H}B+6A2RF5O3,76Z47):93D3)=;3HJ•%)+;3HJ25HJ€JF5BŒ6A2@•%Hx>q)+2R*-»:F54/DŽ03;3F~GIHJ,/•

*{47,/)=*/* 6A;3>�*14/,76AF5;‡F5;�)Œ6ABED‡93D@6A*1)

o

h~� yy
� i g

h(" vp
� )yy i

È

o

È:È Á(ÊÈ

o

È:È Á•ÉÈ

o

È�È ÁÈ

o

È:È�È

�

È

o

È:È�È

�

Ë†È

o

È:È�È

�

�

È

Â:È

É>È

Ç�È

�

È

Á(È

È

�� �!#"SÃ

o

Ç � �

|

HJ2R0q4/FRHJ;}HAG

h~� yy
� i g

6A* 6-GI03;3B=4/FRHJ;}HAG

h(" vp
� )yy i

GIHA,r47Dq)–Ç�È €J,/6AFR;‚9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2

„

4/)+;3*1FRHJ;�Ë_B+HJ•%93,1)+*/*1FRHJ;PË */Dq)Œ6A, 25H<6A> ¾

h� i g
FR* 4/D3)y6

|

)+,/6A€J)CH

|

)=,-4/D3)C€J,76AF5;�¿

o

�

HŽGa6A,

„

» )jD@6

|

)$�10q*14CB+HA•ƒ9@68,/)+>•,1)+*19uHJ;q*/)+*yFR; 4/D3)g2RF5•ƒF~4

t ! 1
¾aFR; 4/D3FR* 2RFR•%F54

„

47D3)

)=2z6A*{47FRB:9@68,14 HAG’4/D3)-B+HJ;3*{47F~470q4/F

|

):2R6(»�BŒ6A;qB+)+252R*@¿

o��

)K•ƒ6Œvj6A2R*1HCB+HJ•%9@6A,1)-,1)+*19uHJ;q*/)+*X>303,1FR;3€

4/D3)„»:D3HA2R)y2RH<6A>
93,/H]B+)=*/*

„

4/H†BED3)=B#¼	»:D3)…47D3)=,?•ƒF5B+,1HJ*/B=HJ93FRBy6A;q>•){¸u)+B…47F

|

)}2R6•»:*?6A€J,1)+)yHJ;32~v

F5;‡4/D3)

|

F5*/B+HA932z6A*{47F5BU2RFR•%F54XHJ,-6A25*/H‹»:D3)+;•)+2z68*147F5BC6A;3>

|

FR*/B=HJ932R6A*14/FRB?47)=,/•%*-6A,/)yHAG 47D3)y*76A•%)

Ì
	�%



� �a� ���

�

���

(

�

. *8�

7

"

3

* .� &(

3

$# 

h~� yy
� i g

h(" vp
� )yy i g

È

o

È:È Á(ÊÈ

o

È:È Á•ÉÈ

o

È�È ÁÈ

o

È:È�È

�

È

o

È:È�È

�

Ë†È

o

È:È�È

�

�

È

Â:È

É>È

Ç�È

�

È

Á(È

È

�� �!#"™Ã

o

É����

|

HJ250q47F5HJ;CHAG

h~� yy
� i g

6A* 6 GI03;3B…47F5HJ;‚H8G

h(" vp
� )yy i g

GIHJ,P4/D3)¡Ç�È €J,76AF5;U9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2

„

4/)+;3*1FRHJ;�Ë_B+HJ•%93,1)+*/*1FRHJ;PË */Dq)Œ6A, 25H<6A> ¾

h� i g
FR* 4/D3)y6

|

)+,/6A€J)CH

|

)=,-4/D3)C€J,76AF5;�¿

o

HJ,1>3)+,†HAGU•ƒ6A€J;3F~4703>3)

o��

) •ƒ6:¼8)•*/0qBED 6 B+HJ•%9@6A,1FR*/HA;�FR;V*sFR€

o

Ã

o

Â

o

*@HJ,j47D3) H847D3)=,ƒ47)=*14

93,1HJO325)+•%*

„

4/D3)�*/F54/0@684/FRHJ;“F5*ƒ682RFF¼8) $ 47Dq)‡)�¸’)=B=4/F

|

)‡2z6•» FR*gF5;•€AHxH]>•6A€J,1)+)+•%)+;<4›»:F54/D“47D3)

•%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BU2z6•» ¾I47Dq)y>qF ¸u)+,/)=;3B+)CF5* */•ƒ6A2R25)+,X4/D@6A;

1%
¿

o

h� xy
� i

� xy
M

4/FR•%)

�

ÂÉÇ

�

ÁÈ

�

È

É>È

�

È

È h� xy
� i

� xy
M

ÉÇ

o

ÂÇ

�xo

Â

�

Á

o

Â

�

Á

�

È

o

Â

�

È

Â �

o

Â

�� �!#"•Ã

o

Â �/· ,76A;3*1FR)=;t4 ,/)=*/9	HJ;3*/)}HAG 47Dq)¤Ç�È%€J,76AF5;
9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2

„

*1D3)Œ6A,K2RH<68>

o

· D3)–)�¸’)=B=47F

|

)

2R6(» FR* F5;‡€AHxH]>�6A€J,1)+)+•%)+;<4•»:F54/D�47D3)C•%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B?2z6•» ¾a2R)…G 4i¿

o

�

;‡4/D3)C,/FR€ADt4wË D@68;3>�*/F5>3)

„

6

�=HxHJ• HJ;�47D3)C,/)=€JFRHA;/»:Dq)+,/)C47Dq)+,/)y6A,1)U*/HJ•%)C>3F ¸u)+,1)+;3B=)+*

o

· D3FR*‚;t03•ƒ)=,/F5BŒ6A2 ,/)=*/032~4–F5*

|

)=,1v */03,193,/F5*/F5;3€

o �

4E6A,{47F5;3€‡GI,1HJ• 6••%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B%B=HJ;3*{47F54/0�Ë

4/F

|

)%2z6•» »:DqFRBED‘F5*U47FR•%)�Ë_>3)+9	)+;q>3)+;<4}6A;3>‘F5;

|

HJ2

|

)+*y4†» H
9uH847)+;<4/Fz6A25*

„

»X)†*/9q2RF54CF~4yFR;<47H�4†» H

4/)+,/•%*

o��

)–6A93932~v
*1)+9@68,7684/)+25v
HJ; )+6ABED•HAG 4/D3)+• 6†93,1HxB=)+>303,1)¤»:D3FRBED•F5* O@68*/)+>•HA; *1476847F5H™Ë

;@68,1v
BŒ6A25B+032503*KH8G

|

6A,/FR6847F5HJ;3*

o#�

) �q4

K M
HJ;•4/D3)}25HJ;3€™Ëm47FR•%)U2RF5•ƒF~4 HAG 4/D3)–*{vx*{47)=•

„

»:D3FRBED

B=HJ,/,1)+*/9	HJ;3>q*X47HU4/D3)

|

F5*/B+HA932z6A*{47F5B ,/)+€AFR•%)

o

· Dq)K;t03•%)+,1FRBŒ682@,/)+*103254 F5* 47D@684 4/D3):){¸u)+B=4/F

|

)K2R6(»

F5*?FR;•6A€J,/)=)+•%)+;<4<»:F~47D•4/D3)–•%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B‚HJ;q)–OuH847D F5; *1476847F5HJ;@6A,{v•68;3>•47,/6A;3*1FR)+;<4U,1)+€JF5•ƒ)

�

�

)j6AB#¼t;3H(»:2R)=>3€J)}4/D3)–Ga6AB=4K47D@6Z4 47Dq)+,/)gF5* ;3H�,1FR€JHA,/HJ03*-,/)+6A*/HA; GIHJ,K4/D3FR*?*103B+B=)+*1* $�» ) �103*14

Ì
	;:



���������
	���
��������������

�������! #"%$&�

�

�'�)(

�

��*+�!,-(�.0/�.21

�4365-7

*8�! 9$#":(��

HJOq*/)+,

|

)y47D@684 4/D3)U4†» H%2z6•»:*-6A,1)UB+HJ;3*1FR*{47)+;<4

o

ª›«�� � ±„®/µ 5f´ 1•¶�± ® 1

�

)CD@6

|

)}>3)+6A254:F5;�4/D3FR*-6A,{47F5B+2R)^»:F547D
6j*/FR•%9325)?•ƒH]>3)=2�HAG 6

�

& D3)=4/)+,1HJ€J)+;q)+HJ03*K)+2R6A*14/H™Ë

|

FR*1B+HJ9q2z6A*{47FRB•9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2

„

GIHJ,J»:DqFRBED ;3H 47Dq)+HJ,1)=47F5BŒ6A2 ,/)+*103254/*�HJ;Š47Dq)•){¸u)+B=4/F

|

) 2R6•» 68,/)

6

|

6AFR2R6AO325)

o �

):D@6

|

)K*/03B=B+)+)=>3)+>†FR;%;]0q•ƒ)=,/FRB+6A2R2~v}F5>3)+;<4/F5G v]FR;3€C68;ƒ)�¸’)=B=47F

|

)-2z6•»

o��

)-HAO3*/)=,

|

)

4/D@684:47D3F5* ){¸u)+B…47F

|

)‚2R6•» F5* B+HJ;3*1FR*{47)+;<4Ÿ»:F54/D�4/D3)y•ƒF5B+,/HA*/B+HA93FRB?2R6•» F5;‡O	HA4/D�4/D3)y*14E6Z47FRHA;@6A,1v

6A;q>•47,/6A;3*1FR)+;<4%,/)=€JFR•%)

„

6A254/D3HJ03€JD“F~4jD@6A*%Ou)=)+;•HJOq4E68FR;3)=>•O<v•6‹D3HJ•%HJ€J)=;3F	�+6847F5HJ; 93,1HxB=)�Ë

>30q,/)C>3)+*1FR€J;q)+>�GIHJ, *1476847F5HJ;@6A,{v†9q,/HJO325)+•%*

o �

)C6A,1)U03;qGIHJ,{4703;36847)=25vŽ0q;@6AO325) 47Hj93,1H

|

F5>3)C6A;<v

) wq9q2z6A;@6Z47FRHA;�GIHA, 47D3F5* Ga6AB=4:O30x4 68,/)CB+03,1,/)=;t4/25v‰»XHJ,H¼]F5;3€jFR;�47D3684:>3FR,1)+B…47FRHA;

o

� � �”�$�P�J� 
P"$� 
 
P��	(�

º

»XHJ032R>‚2RF ¼A) 47HK4/D@6A;�¼

�

2R6A03>3)X(�)�� ,1FR*dGIHJ, •†6A;<vCF5;3*/F5€JD<47* FR;3B=HJ,/9	HJ,76Z47)+>yFR;C47DqFR*r6A,14/FRB+25)

6A;q>%GIHJ, DqFR*

|

)=,1vgB+6A,/)…GI032@,/)+6A>3F5;3€UHAG	47D3):•ƒ6A;t03*/B=,/FR9x4

„

6A*�»X)+252 6A*��U)+HJ,1€J)+*

�

6AF52R2R)…4E6A0q>g6A;3>

�

)+;@6803>

�

6A*1*/HJ;•GIHJ,ƒD36

|

F5;3€‘F5;t4/,/H]>303B=)+>�•%)�47H 4/D3) �3)+2R>�6A;3>•GIHJ,%4/D3)+F5,

|

)+,{v�Dq)+2R9xGI032

*103€J€J)=*147F5HJ;3*

o

Ì � �



� ����!������	��
���
����

������� ° -•®/µ -71 -•® ²��‰® 
 / ¶��³´.-4/ ± 5 � µL´.5 
ƒ¶�° -

À˜ÁfÄ2& )=*'B+H]>3)+*�>q)�>qv];@6A•%FF¹t03) •ƒHJ25.+B=032z6AF5,/) 9	)+0

|

)+;<4��=4/,/) 4/,/HJ0

|

.+*'*103,�2R) */F~47)

��� � !�"$#�#&%(' )�*,+�%�-/.&�10�%�-32�4657-389) #;: <,0;8,=>0,)@?6*BAC+D�

E

6GF 24�!(!)+� (7H+*IH 24�!6KJ

À

�

Ä

�ML

�

L

ÅINONQP�R�S

&

L

�

L

·�T

NOU6PWV/NQPWXYS[Z]\�^
g(_�`�8

BKacb

^
_,dfe;`

b

\�gh\

h

d

b)N

_

bji�a

S
�lk�monYp

U

�,q

T

P�R

q

P

�sr�Ë

t

N

T

qBu�v

T

n
R6V�S

Á���Ê>Ã

L

À¦Ç™Ä �

L

º

L

Å
p

R
n

NQU�SGw
e;`ox 8

^
e;`

bzy

e;d
w

8c`{x
\

i�a

\

h

Z
dfe

a|acbzy

e;d
w

8

y

x>e
g

bzy|a

S

�,}

p

T

R6~;P
p

Ë �

P
p

N

u

~6S

Á���Ê �

L

À É:Ä

�

L

�

u

N

T

u

R�S
UC•

\�^€^

bzy

•
\

g1x

T&acbzy|a

`
\M^

e

y

•
\

g1x

T&acbzy|a‚•

^
8c`{x

\

i�a

e
g

i

e�g>g(d

bzy

e;`

b

\�g

a

\

h

a

`ze;`

bOa

`

bzy

e;d g1x

TDacbzy|a

S

�,}

p

T

R6~YP
p

S

Á�� � Á

L

ÀyÂEÄ �sƒ

L

�

ƒ

u

p

v

T

P
p

S

�

L9„

u

n

r

S9…cg
`‡†

b

•$e;`

b

\�g

a�T

^
g(d 8

y

`

bjˆ

_;8

i

8

aIa�TDa

`†[
^

8

aŠ‰

e
^

b

d‹`
\�g

b

8
g

aŒb

g1•

`‡†

b

•/e




d 8

aGŽ[y

\�^
g

\
•c` 8

^
8

g
`�8

g
`�8

^
g

a

d
\�g

b

S

q

n

r

p
V7U6PKR

TQ•

P

u

r‘•

u“’Ov

p

T

V/P”U

T

V

}

n
R

T
t

NOP]V

r

p

NOP

»

P

t–•

Nz—

u

U
p

PWV/V$P

��� � !�"$#�#�˜ ˜ ˜™-|+D<9+@*;5š-›: <6#Y5>)Y5Yœ9+B8(#D!60@<9*@' #,.D�65Y< �‚+“0Y<1#

À

�

Ä

�ML

�

L

&

n

�”u

p

•

n
S9•

b

8
^

e
g1g

b

e
g

\

8
\�^

8c`j•

T

S

�

P
p

T

P�Vlw
e;`{x 8

^
e;`

bzy|ažŽ

�
x 8

\
•

T

e
g

ižŸ

g
•

g(d

bzy

e;`

b

\�g

a

S

�™T

p

¼ ƒ1 ;r

V$P
p

S

�

n
V

v

n
R�S

Á�� �

�

L

ÀyÃEÄ2&

L�„

p
P�R

¼

P�NzS

�

L

�

•¡T

v

SI¢£g

i

8c•

a

`›e
g

i;b

g

b

wM\
d 8

y

_�dfe;•¥¤

b

^
_�dfe;`

b

\�g>¦

h

•
\�^

e;d

b

\
•

b

`ox
^

a

`
\

e�g>g(d

bzy

e;`

b

\�g

a

S

�

R6U§P�U

L

S
Å

q�u

U6P

•¡T

q

�

p
P�V/VWS

�

È�È

�

L

À¦Ê™Ä �

L

�

u

T

p
P

p
S;¨

_
^

8c•

bzy

e;d

\

8
\�^

8c`j•

bzy

…©g
`�8

b

•$e;`

b

\�g1S

q

n

r

p
VªU6PšR

Tf•

P

u

r«•

u�’Ov

p

T

V$PsU

T

V

}

n
R

T
t

NQP

V

r

p
NQP

»

P

t¬•

Nz—

u

U
p

P�V$V/P

��� � !�"$#�#�˜ ˜ ˜™-z2 8‚+D­,0š-/.&�9#&A95;�@�9#“:1' )�=(* #D�651+�<,0Y<1#�!9' );®9.@'D!�-z���YA‚)

À �™Ä �

L

�

u

T

p
P

p
S

�

ƒ

L�¯

r
t

T

q

ƒ

S

�

L

�°u

R6R6P
p

S

\

8
\�^

8c`3•

bzy

g
_

^
8c•

bzy

e;d

b

g
`�8

b

•$e;`

b

\�g>¦
¤9`3•©_

y

`3_�•)8
•

g(•)8

a

8c•©±

b

g

b

e;d

b

\
•

b

`ox
^

aJh

\
•

\
•

i;b

g
e;•c²

i;b

7 8c•)8
g

`

b

e;d 8

ˆ

_>e;`

b

\�g

a

S

��}

p

T

R6~YP
p

�

P
p

T

P�V

T

R

�

n

•

}

r

v³u“v

T

n
R

u

N

�

u“v

ƒ

P

•

u“v

T

q

V�S

�

n
N

L

Ç Á

S

�,}

p

T

R>~YP
p

Ë �

P
p

N

u

~>S

�

P
p

N

T

R�S

�

È�È

�

L

À˜Á(È™Ä �

L,¯

u;}

PcX
p

P;S

�

L

�

u

p
U

n

r

k
S

�

L

�

P�R

v

T

V�S1…©g
`3•

\

i

_

y

`

b

\�g
e;_“´

^
†c`{x

\

i

8

aŠi

8
wµ\�g

`�8
Z

e;•©d
\�S

�

n
NQNOP

qcv

T

n
R

�

u“v

ƒ6¶�•

u“v

T ¹ r

P�V�P

v

Å

}6}

N

T

qBu�v

T

n
R6V�S

�,}

p

T

R6~YP
p

S

Á�� �>Ã

L

À˜Á�ÁfÄ

Å

L

�

u;}

n

r

N

T

VWS
¤

bÆb

g
e;d

Ÿ

g
e;d‹²

acbOa

S‘·
d 8

y

`j•

bzy

e;d¸e
g

i

·
d 8

y

`j•
\�g

bzy

·]g

b;b

g
8�8c•

b

g

b

¤ 8c•

b

8

a

S

�

q

�

p

u

»LË �lT

NONzS

�

T

R6~

u;}

nYp
P“S

Á���Ê™É

L

Ì �[¹



�����������
	 � �

���

��


À˜Á

�

Ä �

L

�Gu

•¡T

V�S

�

L

&

P�V

q

ƒ

u

•

}

V�S

�

L

� U n

r

k S ¤�g 8

ycb

e;d

y

\ _�•

a

8 \�gµ^ e;`ox 8 ^ e;`

bzy|a‘Ž Ÿ

d

b

8




•$e S

�

u

V$V n RCS

�

u

p

T

V�S

Á����>Ã

L

À˜Á(Ç™Ä2&

L

�

L

�Gu;}1u;}

nYp

v

S

� x 8Œe;•©` \

h

^¸\ d 8

y

_,dfe;•

i

² g e ^

bzy|aGacb

^ _�dfe;`

b

\�g1S

�”u

• t p

T

U6~YP

"

R

Tf•

P p

Ë

V

T

v

X

�

p PWV/V�S

Á�� �>Â

L

À˜Á•É:Ä

�

L

�

L

�

r t T

R6V

v

P

T

R�S ¤

b

^ _�dfe;`

b

\�g e g

i

`ox 8 wµ\�g ` 8 Z e;•cd \ ^ 8c`ox \

i

S

�

T

NOPcXYS

Á���Ê Á

L

À˜ÁoÂEÄ �

L �ML

�>u

R

��Ë

�

P p R

u

S

�ML

�

L

�”u

N

•

n S[¨ _ ^ 8c•

bzy

e;d

‰

e ^

b

d‹` \�g

b

e g�� • \




d 8 ^

a

S�Å

}6}

N

T

PWU

�

u

Ë

v

ƒ

P

•

u“v

T

q

V

u

R>U

�

u“v

ƒ

P

•

u�v

T

q�u

N

�

n

•

}

r

v|u“v

T

n R

Ã

S

�

ƒ

u;}

•

u

R��

�

u

NQNzS

¯

n R6U n RCS

Á����:É

L

À˜Á

�

Ä}·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

Sžwµ\ d 8

y

_,dfe;• wM\

i

8cd

b

g

b

e g

i

¤

b

^ _�dfe;`

b

\�g>¦

Ÿ

g

b

g `�8c•

i;bOa&ycb

g(d

b

g e;•©²

b

_

bji

8 S

�,}

p

T

R6~;P p S

�

È�È�È

L

À˜ÁoÃEÄ �

L „™L

�

TO•¡•

n R6V�S

�

\ g \ d \

b

²¡e g

i

wµ\

i

8c• g

Ÿ

g e;d‹²

acbOa

S

�

q

�

p

u

»LË �GT

NON3S

Á��

�

Ç

L

À˜Á(Ê™Ä �

L

�

L

�

T

R

u

T

S�� ² g e ^

bzy

e;d

a

²

a

`�8 ^

a

S�Å�U

•

u

R

q

P�U

�

P p

T

P�V

T

R�� n R>N

T

R>P

u

p

&

X�R

u

•¡T

q

VWS

�

n N

L

Á

S

�

nYp NOU

�,q

T

P�R

v

T �

q

S

Á���� Á

L

�

2�-/��� ��)+� (7H+*IH 24�!6KJ 5%) &'�.-/"lH &'�.-/��� 6%)+�

À˜Á��™Ä

Å

L ¯sL

Å
p

u

r �

n
S�Å

L4�

r

p

r

u

S

�

L �ML

�>u

R

��Ë

�

P
p

R

u

S
¤9²

^��
d 8

y

`

bzy

^
8c`ox

\

i�a 


e

a

8

i

\�g

i

8

y

\�^ •

�1\

acb

`

b

\�g

a

S

��º

Å

�

�

L

�

r>•

P
p

L

ÅlR

u

N

L

	��

S

Â ¾wÁ����>Ã�¿

S

}6}

L

Á��

� �

Ë@Á��:ÉSÃ

L

À

�

È™Ä �

L

º

L

Å
p

R
n

NOU�S
¤

^
e;d{d

i

8
gC\�^

b

g
e;`

\
•

a

e
g

i

�
•

\




d 8
^

a

\��

a

`›e


�b

d

b

`j²
\��™^¸\

`

b

\�g

b

g

y

dfe

a|acbzy

e;d

e
g

i y

8cd 8

a

`

b

e;d
^

8

y

x>e
g

bzy|a

S

�

r

V$V

T

u

R

�

u�v

ƒ

L

�

r

p

•

PWX�V

¹ %

¾•Á��

�

Ç>¿

S

}6}

L

Ê>ÂoË#Á�� Á

L

À

�

ÁfÄ

�

L

�

L

�

L

�

ƒ

u

RCS�Å

L �

r

p

r

u

SG·
´Y`j•$e

�1\
dfe;`

b

\�gM\��

a

²
^��

d 8

y

`

bzy

^
8c`ox

\

i�a

�B\
•

‰

e
^

b

d‹`
\�g

b

e
g

�
•

\




d 8
^

a

S Å

}6}

N

L

�

r6•

P
p

L �

u“v

ƒ

L

	��

S

�

Ë•Ç ¾

�

È:È�È>¿

S

}6}

L

Á(Ê �EË

�

È�Â

L

À

���

Ä

�

L@„

P�R6~>S��

L

�

ƒ

u

R>~6S! (\
d‹_

^
8

�
•�8

a

8c•©±

b

g�"
e;d

"�\
•

b

`{x
^

a

�B\
•

a

\
_,•

y

8
•#�

•)8�8

i

²
g

e
^

bzy

e;d

a

²

a

•

` 8
^

a

S��

r6•

P
p

L �

u“v

ƒ

L

�

¹

¾wÁ����>Â�¿

S

}6}

L

ÉSÂPÁ{Ë†É

�

Ç

L

À

�

Ç™Ä

�

L

�

P;S

�

L

�

L �

u

p
V/U6PWR�S�$

b

8
•%�K\

bOa|a

\�g

‰

e
^

b

d‹`
\�g1•'&

e

y

\


�b

�
x 8

\
•©² e

g

i

$

b

8
•%�K\

bOa|a

\�g¡…cg1•

` 8
"

•/e;`
\

•

a

S

�sƒ

X�V

L‚¯

P

v/v

L

Å

¹�	
	

¾•Á���Ê�Ê>¿

S

}6}

L

Á(Ç:É™Ë@Á(Ç��

L

À

�

É:Ä

Å

L

�

L

�

n
N

•

n
~

nYp/n

•

S)(”g

y

\�g

a

8c•©±�e;`

b

\�g \��

y

\�g

i;b

`

b

\�g
e;d{d‹²

�
8c•

b

\

i;bzy

^¸\
`

b

\�g

a

_
g

i

8c•

a

^
e;d{d

�
8c•©`3_�•




e;`

b

\�g

a

\��
`{x 8

‰

e
^

b

d‹`
\�g

b

e
g1S

&

n

¼

N

L

Å

¼

u

U

L

�

u

r�¼

�#� � �

:�%

¾wÁ���Â™ÉS¿

S

}6}

L

Â

�

Ã(ËwÂ:Ç�È

L

À

�

ÂEÄ

Å

L

�

L

�

n
N

•

n
~

nYp/n

•

S+*
8

g
8c•$e;d@`{x 8

\
•©²

\��

i

²
g

e
^

bzy

e;d

a

²

a

`�8
^

a

e
g

i y

dfe

a|acbzy

e;d
^

8

y

x>e
g

bzy|a

S

�

p/n

q

L

º

R

v

L

�

n
R6~

p

L �

u“v

ƒ

L

Å

•

V

v

P
p

U

u

•

¹

¾wÁ��>Â™ÉS¿

S

}6}

L

Ç�ÁoÂoË•Ç:Ç�Ç

L

À

� �

Ä

�

L

�

p

u

r

v

ƒ

S,$
8

aIa

�
x�-c•)8

a i

_�•)8

a

8
g.�

x�²

acbjˆ

_ 8

a

`›e;`

bOa

`

bjˆ

_;8
S

�

n

r

p
N

u

V

q

T

PWR

q

P“S
�

qWv

n
t

p
P

/

&I¶

q

P

•
t

p
P

�

È�È�Ç

S

}6}

L

Á(ÈEË@ÁoÂ

L

À

�

ÃEÄ

�

LY¯

P

�

p

T

V�S‚Z]\�^��
_,`ze;`

b

\�g
e;d

y

x 8
^

bOa

`j•c²
�

•
\�^

`ox 8
�

8c•

a

�
8

y

`

b

± 8
\��™g

_
^

8c•

bzy

e;d1e
g

e;d‹²

acbOa

S

Å

qWv³u

�

r6•

P
p

T

qBu

S

�

È�È>Â

L

À

�

Ê™Ä �

L%�

n
V$P

p
S0(”g

b

g
±�e;•

b

e
g

`

y

_�•©± 8

a

\��
e;•)8/e

•1�
•)8

a

8c•c±

b

g�" ^
e

�2�

b

g�"

a

\��
e

g
e

g1g
_,d‹_

a

S

�

u“q

ƒ

p

L

Å

¼

u

U

L

�

T

V$V

L

�43

v/v

T

R6~YPWR�S

ºHº

L �

u“v

ƒ

L

Ë �sƒ

X�V

L

�

Á

L

Á��

���

S

}6}

L

Á{Ë

�

È

L

À

�

�™Ä

�

L

�

L

�lP

¼ ƒ

n;p/n
V

ƒ

P

•

S

Ÿ

g
8$´

�1\�g
8

g
`

b

e;d 8

a

`

b

^
e;` 8

\��
`{x 8 `

b

^
8

\��

a

`›e


�b

d

b

`j²
\��«g

8/e;•©d‹²
•

b

g
` 8

"
•/e




d 8

‰

e
^

b

d‹`
\�g

b

e
g

a

²

a

`�8
^

a

S

�

r

V$V

T

u

R

�

u�v

ƒ

L

�

r

p

•

PWX�V

	�Ì

¾•Á��>Ã�Ã�¿

S

}6}

L

Á{Ë

�

Â

L

Ì5�aÌ



��������� � 	 � �

���

���

À¦Ç�È™Ä

�

L

�

ƒ

u

R>~6S��

Ÿ

w `{x 8 \ •)8 ^ \��

a

² ^�� d 8

y

`

bzy

e;d "�\ •

b

`{x ^

a

�B\ •

‰

e ^

b

d‹` \�g

b

e g

a

²

a

` 8 ^

a

S

�

r>•

P p

L �

u�v

ƒ

L

%
	

¾•Á������>¿

S

}6}

L

ÉSÃ�ÃoË‘É��

�

L

À¦Ç ÁfÄ

�

L

�

ƒ

u

R6~6Sl• 8

a

\�g e g `�e g

i

�

b

\ � x>e g `

b

g 8

a

` 8 �

acb��

8

a b

g

y

\�^�� _,`

b

g�"

b

g ±�e;•

b

e g `]` \ •

b

\��

‰

e ^

b

d‹` \�g

b

e g

a

²

a

` 8 ^

a

S�� n R>N

T

R>P

u

p

T

v

X

¹ 	

¾

�

È�È:È>¿

S

}6}

L

�

���oË•Ç�È�Ê

L

À¦Ç

�

Ä

�

L

�

TO•

u

R@X

T

S�� • \&\��ž\�� `{x 8�� \ d‹`

�

^ e g1g1• ¤

b

g e

b

· • "�\

i;bzyI‰

² �1\ `ox 8

acbOa

�B\ • � ² �

bzy

e;d

‰

e;•

i

�

bOa

� ¤9²

a

` 8 ^

a

S

º

R

•

P�R

v

T

n R6PWV

�

u�v

ƒ

P

•

u“v

T

q�u

P

¹ �5�

S

Á�¾

�

È�È�Ç>¿

S

}6}

L

Á

�

ÇEË#Á(Ã:Ê

L

À¦Ç�Ç™Ä

�

L

�

TQ•

u

R@X

T

S � • \&\��¬\�� `ox 8 · • "�\

i;bzy ‰

² �1\ `{x 8

acbOa

�B\ • � ² �

bzy

e;d

‰

e;•

i

�Ge;d{d”¤9²

a

` 8 ^

a

S

ÅIR>R

u

NOPWV

�

P�R p

T �

n

T

R

q�u

p

¶

�

¾

�

È�È:É>¿

S

}>}

L

Á{Ë•Ç�Á

L

À¦Ç:É:Ä �

L

�

L

�

T

R

u

T

S � ² g e ^

bzy

e;d

a

²

a

`�8 ^

a

�

b

`{x 8cdfe

a

`

bzy

•)8�� 8

y

`

b

\�g

a Ž

· • "�\

i;bzy

� • \ � 8c•©`

b

8

a

\��

i;bOa

� 8c•

acb

g�"


�b

d{d

b

e;•

i�a

S

�

r

V/V

T

u

R

�

u�v

ƒ

L

�

r

p

•

PcX�V

Ì��

S

�

¾•Á��>Ã:È�¿

S

}>}

L

Á(Ç>ÃoË@Á(Ê��

L

À¦Ç>ÂEÄ

�

L

&

L

�

¼

P�PWNzS

�

L

�

p

T

R

TQ•

u

VWS(¨ \�g d

b

g 8/e;•

a

`›e


�b

d

b

`j²�e g e;d‹²

acbOa

\�� e;•)8/e •1� •)8

a

8c•©±

b

g�"

b

g ` 8 " •/e •

` \ •

a

S

�Pº

Å

�

�

L

�

r6•

L

ÅIR

u

L

	�%

S

ÁJ¾

�

È�È�È�¿

S

}6}

L

Á

�

�EË@Á•É>Ê

L

À¦Ç

�

Ä

�

L

&

L

�

¼

PWP�NzS

�

L

�

ƒ

u

R6~6S

·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

S

Ÿ

� e ^

b

d‹² \��

a

² ^�� d 8

y

`

bzy b

g ` 8 " •$e;` \ •

ažŽ�a

`›e


�b

d

b

`j² ¦

e

y|y

_�•/e

y

²°e g

i

^¸\ d 8

y

_,dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

e �2� d

bzy

e;`

b

\�g

a

S

�Pº

Å

�

�

L

�,q

T

L

�

n

•

}

r

v

L

¹ %

S

Á

¾wÁ����>Ã�¿

S

}6}

L

�

È�ÇEË

� ���

L

À¦Ç>ÃEÄ

�ML

�

r#��r�¼ T

S *
8

g
8c•$e;d `ox 8

\
•©²

\�� �
•$e

y

`ze;d
�

e;`{x

b

g
` 8

"
•/e;d

a

�

b

`ox e
�2�

d

bzy

e;`

b

\�g

a

`
\ ^

e
g

²
•




\

i

²¡`ox 8
\

•

b

8

a

e
g

i‘a

`ze;`

bOa

`

bzy

e;d
�

x�²

acbzy|a

S

�

L �

u“v

ƒ

L

�sƒ

X�V

L

	�Ì

S

�

¾wÁ���� Áo¿

S

}6}

L

É�È�ÈEË†É�È>Ã

L

À¦Ç�Ê™Ä

�ML

�

r ��r�¼ T

S

�

L

"

•

PWR
n

S

‰Ib

"
x 8c•

•/\
•

i

8c•

i

8

y

\�^��1\

acb

`

b

\�g
`{x 8

\
•c²

\��
8$´

�1\�g
8

g
`

b

e;d
\ �

8
•

•$e;`
\

•

a

e
g

i b

`

a

e
�2�

d

bzy

e;`

b

\�g

a

`
\
	]w Z

e
g

i

gC\�g
d

b

g
8/e;•

i

²
g

e
^

bzy|a

S

T

R

�

n

•

}

r

v

P
p

�

TQ•«r

N

u�v

T

n
R

��v

r

U

T

PWV

T

R

�

n
R6U6PWR6V/PWU

Ë

�

u“v/v

P
p

�sƒ

X�V

T

q

V

�

º

S

¯

u

R6U

u

r

S

�

n
R�S

��q

ƒ��

v/v

NQP
p

¾

PWU6V

L

¿

S

�,}

p

T

R>~YP
p

�

p/n

q

PWP�U

T

R6~YV

T

R

�sƒ

X�V

T

q

V

Ã

�

¾•Á�����Ç�¿

S

}>}

L

Ã™É™Ë†Ê

�

L

�

2�-/��� ��)+� (7H+*IH 24�!6KJ 5%) 0 " � � ��� 6%)�
 �4"3��&'��)

À¦Ç��™Ä �

L

�

L

ÅINQU6P
p

S

·

L

�

L

� u

T

R

»

p

T

~

ƒ

v

S �
x>e

a

8š`j•$e
g

acb

`

b

\�g¸\��
elx>e;•

iGa

�
x 8c•�8

a

²

a

` 8
^ S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

Ì

�
¾wÁ��>Â:Ã�¿

S

}6}

L

Á

�

È:ÊEË#Á

�

È��

L

À É>È™Ä �

L

�

u

p

v

ƒ

S

�

L

�

r

q

�

P
p

u

S

�

L�¯

P

TQ•�¼ r6ƒ

NOP
p

S

�

L

&

L

�

¼

P�PWNzS

Ÿ

d
"�\

•

b

`{x
^

a

�B\
•

Z]\�g

a

`3•$e

b

g
8

i

wµ\
d 8

y

_,dfe;•
�

²
g

e
^

bzy|a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�

ƒ

P

•

L

¹��

¾•Á����>Â:¿

S

}6}

L

Á�Á��

�

Ë@Á

�

È��

L

À É�ÁfÄ

�

L

�

ƒ6T

}

n

v

S

�

L/�

u

T

~
p

P

v

SSÅ

L

�

n

ƒ

nYp

T

NONQP;S>·
e;•©d‹² 8c± 8

g
`

aŠb

g
`ox 8

�B\
d

i;b

g�" \��
e

g
e

^��
x

b

�
e

•

`{x

bzy

�
8

�
`

bji

8��

Ÿ

^
_,d‹`

b

•‡g
e

gC\

a

8

y

\�g

i

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a¥a

`3_

i

²
S

�

p/n

v

P

T

R6V

$

� v

p

r

q

Ë

v

r

p
P;S

„

r

R

qWv

T

n
R

u

R6U

�

P�R6P

v

T

q

V

	��

¾wÁ���� �>¿

S

}6}

L

Ç�Ê�ÇoË•Ç����

L

À É

�

Ä

�

L

�

ƒ6T

}

n

v

S
Å

L

�

n

ƒ

n;p

T

NQNOP“SsZ]\�g �B\
•

^
e;`

b

\�g
e;d 8

ˆ

_

b

d

b�


•

b

e
\��

` 8c•
^

b

g
e;d{d‹²




d
\

y

� 8

i¡acb

g�"
d 8

e
^

b

gC\
e

ycbji�a

e;` `ox 8 �še;` 8c•
•

x 8$´ e
g

8

b

g
` 8c•

�
e

y

8��

Ÿ

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a¬a

`j_

i

²
S

�

L

�sƒ

X,V

L

�

ƒ

P

•

L

�

¹ ��Ì

¾•Á�����Ê�¿

S

}6}

L

�

Ê Á{Ë

�

��È

L

À É>Ç™Ä �

L

�

n

ƒ

u

R
n

¸

S �
x

\�gC\�g

a

�
8

y

`3•$e
�

•
\�^

a

x
\

•©`
gC\�g1•

`ox 8c•
^

e;d{d‹² 8

ˆ

_

b

d

b�


•$e;` 8

i

^¸\
d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|aŠacb

^
_,dfe;`

b

\�g

a

S

�

n

•

}

r

v

L �

u“v

P
p

L

�,q

T

P�R

q

P�V

Ì

¾wÁ����:ÉS¿

S

}6}

L

���

Á{Ë

�

Ç

�

L

À É�É:Ä �

L

�

Ls¯

P

TQ•�¼ r6ƒ

NQP
p

S

�

L

&

L

�

¼

PWP�NzS
¤9²

^��
d 8

y

`

bzy

g
_

^
8c•

bzy

e;d

b

g
` 8

"
•$e;`

\
•

a b

g

y

\�g

a

`3•$e

b

g
8

i

‰

e
^

b

d‹`
\�g

b

e
g

a

²

a

` 8
^

a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�7ƒ

X�V

L

¹9¹PÌ

¾wÁ����:ÉS¿

S

}6}

L

Á�Á(ÃoË#Á

�

Â

L

À ÉSÂEÄ2&

L£¯

P

•

P�V

¹�r

P;S

¯sL

�

P
p

NOP

v

S�Z]\�^��
_�` 8c•�� 8$´

�
8c•

b

^
8

g
`

a��

\�g

y

dfe

a|acbzy

e;d��]_

bji�a

�
…/…/…

�
�

b

^
8

i

8
�

8
g

i

8
g

`

a

8cd
�©•

y

\
•©•�8cdfe;`

b

\�g��
_

g

y

`

b

\�g

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

Å

Ì

¾•Á��>Ã:È>¿

S

}6}

L

�

Â�Á•É™Ë

�

Â

�

Ê

L

Ì5� 	



�����������
	 � �

���

���

À É

�

Ä2&

L ¯

P

•

P�V

¹ r

P;S

¯sL

�

P p NOP

v

S

�

L

�

�

p

¼ T �

u

p

•,T

S¸Z]\�^�� _�` 8c• � 8$´ � 8c•

b

^ 8 g `

a��

\�g

y

dfe

a|acbzy

e;d

�]_

bji�a

� …  � � •/e g

a

�1\ •©` � • \ � 8c•©`

b

8

a

e g

i

`

b

^ 8 •

y

\ •©•)8cdfe;`

b

\�g�� _ g

y

`

b

\�g

a

\�� `{x 8 $ 8 g1g e;•

i

•

&1\�g 8

a

d

bjˆ

_

bji

g 8/e;•

b

`

a

`j•

b

� d 8 �1\

b

g ` S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

Å

� ¾wÁ���Ã:Ç>¿

S

}6}

L

Á

�

��ÈEË#Á(Ã:È�È

L

À ÉSÃEÄ

�ML

�

L3�

u

p

v

T

R�S

�

L

º

L

�

T

P

}

•

u

R6R�S

� •$e g

a

� 8c•$e




d 8 �1\ `�8 g `

b

e;d

a

�B\ • � x>e

a

8%8

ˆ

_

b

d

b�


•

b

e � … �

¢£g

b

`�8

i

•

Ÿ

` \�^

i

8

a&y

•

b

� `

b

\�g¬\��

n
• e;d �;e g 8

a

S

�

L

�sƒ

X,V

L

�

ƒ

P

•

L

�

¹ ��Ì

¾wÁ����:Ê>¿

S

}6}

L

�

Â

�

�EË

�

Â�Ã:Ã

L

À É>Ê™Ä �

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

S

�ML

�

L

· r

q

¼

P p

•

u

RCS ¤9² ^�� d 8

y

`

bzy

•�8c± 8c•

acb�


d 8

b

g ` 8 " •$e;` \ •

a Ž

� •)8

i;bzy

` \ • •

y

\ •©•)8

y

` \ • ^ 8c`{x \

i�a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ ��Ì

S

�

È ¾•Á����>Â�¿

S

}6}

L

Ê�È>Ã�Á{Ë†Ê�È>Ã�Ã

L

À É��™Ä

�

L.�

u“v

r t

u

X

u

V

T

S

�µL

�

u

¼

u

ƒ

u

p

u

Sš• 8c± 8c•

acb�


d 8 ^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

�B\ •�•

b

"

bji 


\

i;b

8

a

e g

i

x�²




•

bji

wM\�g ` 8 Z e;•©d \�S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹(¹ �

S

Ã ¾wÁ�� ���>¿

S

}6}

L

Ç

�

� Á{Ë•Ç:Ç�È Á

L

ÀyÂ:È™Ä

�

L �

P

v

p/n

}

n N

T

V�S{Å

L

�

L

�

n V$P�R

t

N

r

v

ƒ

S

�ML

�

L

�

n V/P�R

t

N

r

v

ƒ

S•Å

L

�

L

·

P�NQNOP p S

�

L

·

P�NONQP p S�·

ˆ

_6e •

`

b

\�g \��

a

`ze;`�8

y

e;d

y

_,dfe;`

b

\�g

a 


² � e

a

`

y

\�^�� _�`

b

g�"Š^ e

y

x

b

g 8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

Ì�¹

¾wÁ��>Â:Ç>¿

S

}6}

L

Á•È�Ê>ÃoË@Á(È��

�

L

ÀyÂ�ÁfÄ

�ML

�

u

p/p

T

R6P�NQN n S Å

L

�lu

ƒ>•

u

RCS ¤9`3•$e

b

g �™_

y

`j_6e;`

b

\�g

a

e g

i

8cdfe

a

`

bzy‘y

\�g

a

`›e g `

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

�

�

S

Â/¾wÁ���Ê

�

¿

S

}6}

L

� � ���

Ë

� � � �

L

ÀyÂ

�

Ä �

L

�

L

�

L

�

r6T

V

}

P�NzS

�

L

�

L

&

X

v

S  (\ d‹_ ^ 8 � •)8

a

8c•©±

b

g�"

b

g ` 8 " •$e;` \ •

a

x>e;± 8 d

b

g 8/e;• 8c•©• \ •

"
•

\
�s`ox

S

�7ƒ

X�V

L‚¯

P

v$v

L

Å

Ì5��Ì

¾wÁ�� ��Ê>¿

S

}6}

L

�

Â(Ë•Ç�È

L

ÀyÂ:Ç™Ä}·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

S7Z]\�^��
_�`›e;`

b

\�g
e;d

wµ\
d 8

y

_,dfe;•��

b

\ �
x�²

acbzy|a

�

\

i

e;²
S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�7ƒ

X�V

L

¹ ��¹

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

Á�Ë•Ê

L

ÀyÂ™É:Ä}·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

S

�

L

�

u

p

v

ƒ

S

�ML �

u

R6U

�WTOr�¼

S
�

b

\�^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

e;`7d
\�g�"

`

b

^
8

a

` 8
�

a

S

ÅIR>R

r

L

�

P

•

L

�™T

n

}

ƒ

X�V

L

�™T

n

•

n
N

L

��v

p

r

qcv

L

Ì �

¾wÁ����>Ã�¿

S

}6}

L

Á(Ê�Á{Ë

��� �

L

ÀyÂ�ÂEÄ}·

L

��q

ƒ

N

T

q

¼

S

�

L

&

L

�

¼

PWP�N3S�Å

L

·

L

�

p

r

R6~;P
p

S

¯sL

�

L

�Œu

N

¶

S

�

L

Å

L

�

n

u

p
U�S

�

L

�

P
p

•

u

R6VWS

�

L

�,q

ƒ r

N

v

P�RCS

Ÿ

d
"�\

•

b

`{x
^

bzy�y

x>e;d{d 8
g�"

8

a¥b

g

y

\�^��
_�`›e;`

b

\�g
e;d

^¸\
d 8

y

_�dfe;•


�b

\ �
x�²

acbzy|a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

¹ ��¹

¾•Á������>¿

S

}6}

L

�oË†É>Ê

L

ÀyÂ

�

Ä

�ML

·

u

p
P

¼

S

�

L �

u

T

~
p

P

v

S

�

L

�

ƒ6T

}

n

v

S (
•

b

8
g

` 8

i a

8cd
�©•

e

a|a

8
^




d‹²
\��

y

²

y

d

bzy

�
8

�
`

bji

8

a‘b

g

d

b

�

bji�
�b

dfe;² 8c•

a

�

Ÿ

^
_,d‹`

b

•‡g
e

gC\

a

8

y

\�g

i

^¸\
d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a¥b

g
± 8

a

`

b

"
e;`

b

\�g1S

�™T

n

}

ƒ

X�V

L

�

L

%��

¾

�

È�È�Ç>¿

S

}6}

L

� �

Ê>ÃoË

���

��Ê

L

ÀyÂ�ÃEÄ

�ML

�

L

· r

q

¼

P
p

•

u

RCS

�

L

�

L��

u

p

v

X�R

u

S‘¢[g

i

8c•

a

`ze
g

i;b

g�"hwµ\
d 8

y

_,dfe;•
�

²
g

e
^

bzy|a Ž

�
8

y

x
•

g

bjˆ

_ 8

a

e
g

i Ÿ

�2�
d

bzy

e;`

b

\�g

a

S

�

L

�sƒ

X�V

L

�

ƒ

P

•

L

�

¹ � �

¾

�

È:È�È>¿

S

}6}

L

ÁoÂ �oË#ÁoÃ:Ê

L

ÀyÂ:Ê™Ä

¯sL

�

P
p

NOP

v

S£Z]\�^��
_,` 8c• � 8$´

�
8c•

b

^
8

g
`

a��

\�g

y

dfe

a|acbzy

e;d �™_

bji�a

�
…

�
�

x 8c•
^¸\

i

²
g

e
^

bzy

e;d
�

•
\�•

�
8c•©`

b

8

a

\�� $
8

g1g
e;•

i

•'&1\�g
8

a

^¸\
d 8

y

_�d 8

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

¹ �;:

¾•Á��

�

Ã:¿

S

}>}

L

��ÊEË@Á(È�Ç

L

ÀyÂ �™Ä

¯sL

�

P
p

NOP

v

S”Z]\�^��
_�` 8c•�� 8$´

�
8c•

b

^
8

g
`

a��

\�g

y

dfe

a|acbzy

e;d��™_

bji�a

�
…$…

�
·

ˆ

_

b

d

b�


•

b

_
^

y

\
•c•)8cdfe

•

`

b

\�g��
_

g

y

`

b

\�g

a

S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L

¹����

¾•Á��

�

Ê>¿

S

}6}

L

�

È Á{Ë

�

Á•É

L

À

�

È™Ä �

L

�

n
V

ƒ6T

U

u

SsZ]\�g

a

`j•©_

y

`

b

\�g \��
x

b

"
x 8c•

\
•

i

8c•

a

²
^��

d 8

y

`

bzyŒb

g
`�8

"
•$e;`

\
•

a

S

�7ƒ

X�V

L‚¯

P

v$v

L

Å

¹ � �

¾wÁ�� ��È>¿

S

}6}

L

� ���

Ë

� �

Ê

L

�

��*3��&'��� 6%)�� - ) & 0¥H 2/� - 6�24) $!6 032/)+� ����$!*�� � $�*%� - �!* - )+���

À

�

ÁfÄ

�

L

&

L

�

n
R6U�S

�

L

�

L§¯

P

TO•³¼ r6ƒ

NOP
p

S

�

L

�

L§¯

u

T

p
U�S

�
x 8

¨ \

a

†
•%�G\

b

g

y

e;•³†
^

8c`ox
\

i

�B\
•

y

\�g

a

`ze
g

`Š`�8
^��

8c•$e;`j_,•)8
^¸\

d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

¹ ��¹

¾•Á�������¿

S

}6}

L

Á�Á•ÉEË#Á(Ç:É

L

Ì5� �



��������� � 	 � �

���

���

À

���

Ä

�

L

�

L

�

n�n

•

P p S Z e gC\�g

bzy

e;d

i

² g e ^

bzy|a Ž

·

ˆ

_

b

d

b�


•

b

_ ^ � x>e

a

8 •

a

� e

y

8

i;bOa

`j•

b�


_,`

b

\�g

a

S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L

Å

	�¹

S

Ç ¾wÁ���Ê�Â�¿

S

}>}

L

Á

�

�>Â(Ë#Á

�

��Ã

L

À

�

Ç™Ä

�

L

�

u

R6~6S

�

L

�

n

v

ƒ

S ¤

b

^�� d 8¡•)8c± 8c•

acb�


d 8 ^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

e;d "�\ •

b

`ox ^

a

�B\ • ¨ž\

a

† •

‰

\&\ ± 8c•

y

x>e

b

g

i

² g e ^

bzy|a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ �

�

S

���

¾wÁ�� �>Ã�¿

S

}6}

L

�>ÂPÁ•É™Ë ��Â

� �

L

À

�

É:Ä

�

L

�

u

R6~6S

�

L

�

n

v

ƒ

Sš• 8

a

�1\�g

a

8 ` \°Z]\�^ ^ 8 g ` \�g � ¤

b

^�� d 8¸•)8c± 8c•

acb�


d 8 ^¸\ d 8

y

_,dfe;•

i

² •

g e ^

bzy|a

e;d "�\ •

b

`ox ^

a

�B\ • ¨ \

a

† •

‰

\&\ ± 8c•

y

x>e

b

g

i

² g e ^

bzy|a��

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹ �

S

Ã

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

Ç

��� �

Ë†Ç

���

Ê

L

À

�

ÂEÄ �

L“¯

TOr

S

�µL

�

L

·[r

q

¼

P p

•

u

R�S,* 8 g 8c•$e;d

b��

8

i

* e;_

a|acb

e g¡^¸\�^ 8 g `C`{x 8c• ^¸\

a

`ze;`j`

b

g�"

Ž>Ÿ

g 8 �

y

\�g `

b

g _ \ _

a i

² g e ^

bzy

e;d�e �2� • \ e

y

x¸` \ `ox 8

y

e gC\�g

bzy

e;d 8 g

a

8 ^




d 8 S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹PÌ

¾

�

È�È�È>¿

S

}6}

L

Á

�

Ê>ÂoË@ÁoÃ:È�È

L

À

� �

Ä

�

L �

u

p

v

n R

u

¼

S

�

L#�

n N

v

P�R

T

S

�ML

�

u

p/p

T

R6PWNON n S

Ÿ

g 8 �

y

\�g

a

`›e g ` •1� •)8

a|a

_,•)8 e


 b

g

b

•

`

b

\��

y

dfe

a|acbzy

e;d ^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

^ 8c`{x \

i¥Ž9acb

^ _�dfe;`

b

\�g \�� � •)8

a|a

_�•�8 •

b

g

i

_

y

8

i

e ^¸\ • •

� x

b��

e;`

b

\�g

b

g e

Si35H36
y

d‹_

a

`�8c• S

�

n

•

}

r

v

L �

u“v

L

�,q

T

P�R

q

P

Ì
�

¾

�

È�È�Áo¿

S

}6}

L

�

��ÇoË

�

���

L

À

�

ÃEÄ �

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

S

�µL ¯sL

�

NOP

T

R�S

�ML

�

L

·[r

q

¼

P p

•

u

R�SI¨ \

a

† •

‰

\&\ ± 8c•

y

x>e

b

g

a Ž

� x 8

y

e •

gC\�g

bzy

e;d 8 g

a

8 ^




d 8¡±

b

e

y

\�g `

b

g _ \ _

a i

² g e ^

bzy|a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

:

�

S

É ¾•Á����

�

¿

S

}6}

L

� �

Ç�ÂoË

� �

É>Ç

L

À

�

Ê™Ä �

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

S

�ML

�

L

· r

q

¼

P
p

•

u

R�S

&

L

�

L

·

n
t

T

u

VWS

�ML ¯sL

�

NOP

T

R�S™·
´

�
d

bzycb

` •�8c± 8c•

acb�


d 8

b

g
` 8

"
•/e;`

\
•

a

�B\
• 8$´Y` 8

g

i

8

i¡a

²

a

` 8
^

a‘i

²
g

e
^

bzy|a

S

�

n
N

L

�7ƒ

X�V

L

%

�

S

Â ¾•Á����

�

¿

S

}6}

L

Á�Á�Á(ÃoË

Á�ÁoÂ:Ã

L

À

�

�™Ä

�

L

�
n

V

¶

S

Ÿ

_
g

b

� 8

i

�B\
•

^
_,dfe;`

b

\�g \��
`ox 8

y

\�g

a

`ze
g

` `�8
^��

8c•$e;`j_,•)8
^¸\

d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

^
8c`{x

\

i

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

%£¹

S

ÁJ¾wÁ���Ê>Â�¿

S

}6}

L

ÂPÁ�Á{ËwÂPÁ��

L

ÀyÃ:È™Ä

�ML

�

L

· r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L4�

u

p

v

X�R

u

SsZ]\�^ ^
8

g
`

\�g
� ¤

b

^��
d 8I•)8c± 8c•

acb�


d 8
^¸\

d 8

y

_�dfe;•

i

²
•

g
e

^

bzy|a

e;d
"�\

•

b

`ox
^

a

�B\
•

¨ \

a

†
•

‰

\&\
± 8c•

y

x>e

b

g

i

²
g

e
^

bzy|a��

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹ �

S

Ã

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

Ç

���

ÇEË†Ç

���

Â

L

ÀyÃ�ÁfÄ

�ML

�

L

·[r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L �

r

R6U>X;S

�

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

S�(”g
`{x 8

y

dfe

a|acbzy

e;d

a

`›e;`

bOa

`

bzy

e;d
^

8
•

y

x>e
g

bzy|a

\���gC\�g1•

‰

e
^

b

d‹`
\�g

b

e
g

a

²

a

` 8
^

a

S

�sr

p$n

}

ƒ

X�V

L ¯

P

v$v

L

� �

S

�

¾wÁ�� ���>¿

S

}6}

L

Á•É��EË@ÁoÂ�Â

L

�

H+5%63� -/��$!* 536 � $���- � ����� 63�#53)+� � $ 24� )+� ) - & H - "%$�53)+� & 63� - � 0 �!�

ÀyÃ

�

Ä �

L

�

u

p

v

ƒ

S

�

L

�

L]¯

P

TO•³¼�r>ƒ

NOP
p

S

�

L

�

P

T

q

ƒ

S

Ÿ

`

b

^
8

•
•)8c± 8c•

acb�


d 8 ±�e;•

b

e




d 8

a

`�8
�

acb��

8

b

g1•

` 8
"

•/e;`
\

•
�B\

•

y

\�g

a

`j•$e

b

g
8

i i

²
g

e
^

bzy|a

S

�Pº

Å

�

�

L

�,q

T

L

�

n

•

}

r

v

L

Ì�¹

S

Ç ¾wÁ���� �>¿

S

}6}

L

Á(È

�

ÃoË#Á(È™É�É

L

ÀyÃ:Ç™Ä �

L

�

u

p

v

ƒ

S

·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

Sž·
´Y`j•/e

�1\
dfe;`

b

\�g
± 8c•

a

_

a b

^��
_,d

a

8

b

g ^
_,d‹`

b

�
d 8

•
`

b

^
8

a

`�8
�2�

b

g�"

a&y

x 8
^

8

a

�
…$…

�
$

b

g
8/e;•¡e

g
e;d‹²

acbOa

e
g

i

e
�2�

d

bzy

e;`

b

\�g

a

`
\ ¨

8 �s`
\�g

b

e
g

e
g

i

$
e

g�"
8c±

b

g

i

²
•

g
e

^

bzy|a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�7ƒ

X�V

L

¹ �6:

S

Â ¾•Á�����Ê�¿

S

}6}

L

Á

�

Ç�ÇEË@Á

�

É

�

L

ÀyÃ™É:Ä �

L „™L

�

u“v³q

ƒ

n
S

&

L

Å

L

�”u

V$P;S

·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

S ( �
`

b

^

b��

8

i

�
e;•©`

bzy

d 8
•‡^

8

a

x
·

�še;d

i

�h^
_�d‹`

b

�
d 8

•

`

b

^
8

a

` 8
�

b

g
` 8

"
•$e;`

b

\�g �B\
•

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|aGacb

^
_�dfe;`

b

\�g

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹ �

S

� ¾

�

È:È Áo¿

S

}6}

L

É>È�È:ÇEË†É>È�Á(Ê

L

ÀyÃ�ÂEÄ �

L

�

u“v³q

ƒ

n
S

·

L

��q

ƒ

N

T

q

¼

SG¨
8 �

a

�
d

b

`3`

b

g�"��B\
•

^
_�dfe;`

b

\�g

a

�B\
•¬dfe;`j`

bzy

8

a

_
^ ^

e;`

b

\�g

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹ �

S

Á(Ê ¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

Ê�Ç Á

�

Ë†Ê�Ç

� �

L

Ì5� �



�����������
	 � �

���

���

ÀyÃ

�

Ä �

L

�

L

�™T

PWV

T

u

U6P

q

¼ T

S

�

L

&

L

�

¼

PWP�NzS � e g�" 8c•

a

\���^ _�d‹`

b

� d 8K`

b

^ 8

a

` 8 � ^ 8c`{x \

i�a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X,V

L

¹��6:

¾•Á�����Ç�¿

S

}>}

L

Ç Á(ÊEË†Ç

�

Ê

L

ÀyÃ�ÃEÄ}·

L

�

L

�]T

V

ƒ

n

}

S

�

L

&

L

�

¼

P�PWNzS

�

L

�,q

ƒ r

N

v

P�RCS �

b � y

_�d‹`

b

8

a

�

b

`{x ^ _,d‹`

b

� d 8‘`

b

^ 8

a

`�8 �2�

b

g�"

e g

i��

e

a

` w _,d‹`

b

�1\ d 8

Ÿ

d "�\ •

b

`{x ^

b

gM^¸\ d 8

y

_,dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

S

�

L

�

n

•

}

L

�

ƒ

P

•

L

¹ %

S

Á•É

¾wÁ����>Ã�¿

S

}6}

L

Á(Ã:Ê>ÂoË@ÁoÃ � Á

L

ÀyÃ:Ê™Ä �

L

&

u

p$p

T

~ p

u

R>U�SªZ]\ _ � dfe " 8 w †c`{x \

i

8

a

w _,d‹`

b

��� d 8

a

• e �

bji

8

a

8c` �

bOa&y

•³†c`

bOa

e;`

b

\�g w

bzy

• \�•

d \

y

e;d 8 �1\ _�• d 8

a

·

ˆ

_>e;`

b

\�g

a

…©g ` † " •$e;d 8

a i

8 d�� · d 8

y

`3• \�^ e ";g †c`

bOa

^ 8 S

v

ƒ��

V/P§U

r

�

�

Å

/

�

�

�

·

Å¥S

�

È�È

�

L

ÀyÃ �™Ä �

L

&

u

p

•

P;S”w †c`ox \

i

8

a

^ _,d‹`

b

��� d 8

a

•$e �

bji

8

a�Ž

•³†

a

\ d‹_�`

b

\�g

i

8

a

†

ˆ

_>e;`

b

\�g

a�i

8 w eB´ � 8cd{d

� e;• �B\ • ^ _,dfe;`

b

\�g

aŒb

g `‡† " •/e;d 8

a

S

v

ƒ	�

V/P U6PŒNz—

"

R

Tf•

P p V

T

v

¶ �

u

p

T

V

�

S

Á������

L

À¦Ê�È™Ä

�

L

�

L

U6P

¯

P�P

r>»

S

�

L

�

L

�

P p$p

u

•

S

�

L

�

L

�

•¡T

v

ƒ

S ¤

b

^ _�dfe;`

b

\�g \�� 8cd 8

y

`j• \

a

`ze;`

bzyža

²

a

`�8 ^

a

b

g � 8c•

b

\

i;bzy 


\ _ g

i

e;•c²

y

\�g

i;b

`

b

\�g

a

� … � $ e;`3`

bzy

8

a

_ ^

a

e g

i§i;b

8cd 8

y

`j•

bzy¡y

\�g

a

`ze g ` S

�

p$n

q

L

�

n X

L

�

n

q

L1¯

n R6U n R	Å

	

�

	

¾•Á���Ê�È>¿

S

}6}

L

�

ÃoËwÂ

�

L

À¦Ê ÁfÄ

"

L

�

V/V

•

u

R6R�S

¯sL

�

P p P p

u

S

�µL ¯sL

�

P p

¼

n

»KT

v

�

S

·

L

&

u

p U>P�R�S

�

Lš¯

P�P“S

¯7L

�

L

�

P�U>P p V$P�R�S

Ÿ�a

^¸\&\ `{x � e;•c`

bzy

d 8 ^ 8

a

x · �še;d

i

^ 8c`{x \

i

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ � 	

S

Á�� ¾•Á����>Â�¿

S

}6}

L

Ê>Â�Ã:ÃoË•Ê>Â ��Ç

L

À¦Ê

�

Ä

„™L‚„

T

~

r

P

T

p

T

U
n

S

�

L

�

ƒ

n

r

S

�

L‚¯

P

•

XYS

�

L

�

L

�

P
p

R6P;S $
e;•

"
8

a&y

e;d 8

acb

^
_,dfe;`

b

\�g°\��¥^
e

y

•
\�•

^¸\
d 8

y

_�d 8

aKb

g

a

\
d‹_,`

b

\�g

aIŽ

Z]\�^


�b

g

b

g�"
`{x 8

�
8c•

b

\

i;bzy
�

w§w
�

b

`{x
^

_,d‹`

b

�
d 8G`

b

^
8

a&y

e;d 8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ � �

S

�

Ç ¾•Á����>Ã�¿

S

}6}

L

��Ê�Ç>ÂoË ��Ê:É��

L

À¦Ê�Ç™Ä �

L

�

u

p

q

T

u

Ë

Å
p

q

ƒ6T

NON

u

S

�

L �ML

�>u

R

��Ë

�

P
p

R

u

S

�

L

&

L

�

¼

P�PWNzS!$£\�g�"
`

b

^
8

a

` 8
� ^

8c`{x
\

i�a

�B\
•

\

a&ycb

d{dfe;`
\

•c²

i;b

7 8c•)8
g

`

b

e;d 8

ˆ

_>e;`

b

\�g

a

S

��º

Å

�

�

L

�,q

T

L

�

n

•

}

r

v

L

Ì �

S

Ç ¾•Á�����Ê>¿

S

}6}

L

��Ç:ÈEË

�

�

Ç

L

À¦Ê:É:Ä2&

L

&

L

�lr6•

}

ƒ

p
PWX�V�S

�

L

Å

L£„

p

T

P�V/R>P
p

S

�

L

�

L

�

P
p

R>P;S

Ÿ

w
_�d‹`

b

�
d 8

•

�

b

^
8

•
¤9` 8

� wµ\
d 8

y

_�dfe;•

�
²

g
e

^

bzy|aGŸ

d
"�\

•

b

`{x
^ �B\

•
w

e

y

•
\�^¸\

d 8

y

_�d 8

a

S

�

L

�sƒ

X�V

L

�

ƒ

P

•

L

:�%

¾•Á����:ÉS¿

S

}>}

L

�

Ê�Ê�ÂoË

�

Ê��

�

L

À¦Ê>ÂEÄ �

L

Å

L

º

�

u

~

r6T

p/p
P“S

�

L

�

P

T

q

ƒ

S

�

L

&

L

�

¼

P�PWNzS $£\�g�"
8c•�`

b

^
8

a

`�8
�

a

�B\
•

wM\
d 8

y

_�dfe;•
�

²
g

e
^

bzy|a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

¹9¹ �

S

�

È	¾wÁ���� �>¿

S

}6}

L

��Ê>Â™ÇEË ��Ê

�

É

L

À¦Ê

�

Ä}·

L

�

L>¯

T

v/v

P�NON3S

�

L

&

L

�

¼

P�PWNzS

�ML

�

ƒ

u

R6~6S(·
•©•

\
•Œe

g
e;d‹²

acbOa

\��

a

²
^��

d 8

y

`

bzy

w
_,d‹`

b

�
d 8

�

b

^
8

¤9` 8
�2�

b

g�";S

��º

Å

�

�

L

�

r>•

L

ÅlR

u

L

	5�

S

Â/¾wÁ�� �>Ã�¿

S

}6}

L

ÁoÃ �

�

Ë#Á(Ê:È>Ã

L

À¦Ê>ÃEÄ �

L

Å

L‚¯

r

v

XYS

º

L

�

L

·�T

p/n
R

T

S

�

L „]L

•

u

R

� r

R6V

v

P
p

P�R�S $
e;`3`

bzy

8
•

a

_
^ ^

8c`{x
\

i�a

�B\
•

y

e;d

y

_,dfe
•

`

b

g�"
8cd 8

y

`j•
\

a

`›e;`

bzy b

g
` 8c•/e

y

`

b

\�g

a b

gh^¸\
d 8

y

_�dfe;•

acb

^
_�dfe;`

b

\�g

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�7ƒ

X�V

L

¹ � 	

S

Ê

¾wÁ����>Â�¿

S

}6}

L

Ç:È Á•É™Ë†Ç�È

�

Á

L

À¦Ê�Ê™Ä

�ML �

u

R>U

��TQr�¼

S

·

L

��q

ƒ

N

T

q

¼

S •
8

a

\�g
e

g

y

8

b

g
`{x 8

i

²
g

e
^

bzy|a

\��

y

x 8
^

bzy

e;d

a

²

a

`�8
^

a acb

•

^
_�dfe;`�8

i 


²¬`{x 8

b

^��
d

bzycb

`
^

bji

�1\

b

g
`

a&y

x 8
^

8
S

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

Ls¯

P

v/v

L

Ì
	

�
¾•Á����>Â�¿

S

}6}

L

Â

�

Â(ËwÂ:Ç>Â

L

À¦Ê��™Ä �

L

�

L

�

P

v

P
p

V/PWR�S

ŸŠy|y

_�•$e

y

²–e
g

i

8

� ycb

8
g

y

²
\��

`ox 8
�

e;•c`

bzy

d 8
^

8

a

x
·

�še;d

i

^
8c`{x

\

i

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ � 	

S

� ¾wÁ����>Â�¿

S

}6}

L

Ç

� �

ÊEË•Ç

�

Ã �

L

À ��È™Ä �

L

�

p/n

qBu;qWq

T

S

�

L

�

L

�

P
p

R6P“S™Z]\�^��
_�`�8c•

acb

^
_�dfe;`

b

\�g°\��

a

\
d

bji C60
_

acb

g�"�^
_,d‹`

b

�
d 8ž`

b

^
8

a

` 8
�

a

e;d
"�\

•

b

`{x
^

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�7ƒ

X�V

L

¹ �£¹

S

Ç	¾•Á����:É>¿

S

}>}

L

�

É

�

Á�Ë

�

É>Ç�Á

L

Ì5� �



��������� � 	 � �

���

���

À � ÁfÄ �

L

�

p$n

q�u;q�q

T

S

�

L

�

L

�

P p R6P;SCw _,d‹`

b

� d 8Œ`

b

^ 8

a&y

e;d 8 ^ 8c`{x \

i�a

�B\ •

y

\�g

a

`ze g ` � •)8

a|a

_,•)8 ^¸\�•

d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a]acb

^ _,dfe;`

b

\�g

a

\��”^¸\ d 8

y

_,dfe;•

a

²

a

` 8 ^

a

S

�

n N

L

�sƒ

X�V

L

%
	

S

�

¾•Á����:É>¿

S

}6}

L

�

Â�Â(Ë

�

Ã

�

L

À �

�

Ä

Å

L

�,u

R6U

r

S

·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

S>w e

a

�

b

g�" •)8

a

\�g e g

y

8le;•©`

b

� e

y

`

alb

g �B\ •

y

8 •

a

� d

b

`3`

b

g�"ž^ 8c`{x \

i�a

�B\ •


�b

\�^¸\ d 8

y

_�dfe;•

acb

^ _�dfe;`

b

\�g

a�


² 8$´Y`3•$e �1\ dfe;`

b

± 8 $ e g�" 8c±

b

g

i

² g e ^

bzy|a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

¹ ��¹

¾wÁ�� ���>¿

S

}6}

L

Ã™ÉEË#Á�Á(Ç

L

À ��Ç™Ä}·

L

�,q

ƒ

N

T

q

¼

S

�ML �

u

R>U

��TQr�¼

S

�

L

&

L

�

¼

PWP�NzS

�

L

�

p

T

R

TQ•

u

VWS ¨ \�g d

b

g 8/e;•”•)8

a

\�g e g

y

8Ge;•©`

b

� e

y

`

a

b

g¬^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

S

�

L

�

n

•

}

L

�sƒ

X�V

L

¹�	;:

¾•Á�����Ê>¿

S

}6}

L

Á{Ë

�

�

L

À �:É:Ä

�

L

&

L

�

¼

P�P�N3S

�

L

�

L

�™T

P�V

T

u

U6P

q

¼ T

S ¤9² ^�� d 8

y

`

bzyIb

g `�8 " •$e;`

b

\�g �

b

`{x�±�e;•

b

e




d 8

a

`�8 �

acb��

8 SSÅlR6R

L

�

r>•

P p

L �

u�v

ƒ

L

¹

¾•Á����:É>¿

S

}>}

L

Á{Ë �

L

À �>ÂEÄ

�

L

�

L

� v

r

u

p

v

S

�

L

�

ƒ

n

r

S

�

L

�

L

�

P p R6P;S@wµ\ d 8

y

_,dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

�

b

`ox ^ _,d‹`

b

� d 8™`

b

^ 8

a&y

e;d 8

aKŽ

� x 8

a

8cd 8

y

`

b

\�g°\�� 8

� ycb

8 g `™•)8 � 8c•)8 g

y

8

a

²

a

` 8 ^ � • \ � e " e;` \ •

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

¹ � �

S

É

¾wÁ����

�

¿

S

}6}

L

ÁfÉ

� �

Ë@Á•É>Ç

�

L

À �

�

Ä

�

L

·

nBk

•

u

P p U�S[Z]\�^ ^ 8 g ` \�g � • 8c± 8c•

acb�


d 8 ^ _�d‹`

b

� d 8G`

b

^ 8

a&y

e;d 8 ^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a��

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

:;:

S

Ç ¾•Á�����Ç>¿

S

}

L

� �

Ã�Ã

L

À �>ÃEÄ

�ML

�

L

· r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L

�

P
p

R6P“S
¤9`

\

y

x>e

a

`

bzy

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a¸b

g

a

²

a

`�8
^

a

�

b

`ox

^
_�d‹`

b

�
d 8§`

b

^
8

a&y

e;d 8

a

e
g

i

^
8

^¸\
•©²

�
•

bzy

`

b

\�g1S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�7ƒ

X�V

L

:��

S

�

¾wÁ�� � Áo¿

S

}6}

L

É>Ç�Ê �EË†É>Ç �

�

L

À ��Ê™Ä

�ML

�

L

·[r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L

�

P
p

R6P;S@wµ\
d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a™b

g

a

²

a

`�8
^

a

�

b

`{x
^

_�d‹`

b

�
d 8™`

b

^
8

a&y

e;d 8

a«Ž

¤9²

a

` 8
^

a

�

b

`{x

a

`

b

7 e
g

i�a

\��
`

i

8
"

•)8�8

a

\��!�
•)8�8

i

\�^
e

g

i

�

b

`{x

a

x
\

•c`�e
g

i

d
\�g�"

•$e
g�"

8
�B\

•

y

8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

:��

S

Á:ÁJ¾•Á���� Á(¿

S

}>}

L

Ê�Ç

���

Ë•Ê�Ç

�

É

L

À ���™Ä

�ML

�

L

·[r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L

�

P
p

R6P;S

�

L

�

L4�

u

p

v

X�R

u

S9wM\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

e;d
"�\

•

b

`{x
^ �B\

•

^
_�d‹`

b

�
d 8¸`

b

^
8

a&y

e;d 8

a�Ž

¤9²

a

` 8
^

a

�

b

`ox d
\�g�"

•/e
g�"

8
�B\

•

y

8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

:5�

S

Á(È

¾wÁ���� Áo¿

S

}6}

L

�

Ê Á�Á{Ë

�

Ê ÁoÂ

L

À˜Á(È�È™Ä

�ML

�

L

·[r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L

�

P
p

R6P;S

�

L

�

L��

u

p

v

X�R

u

SK•
8c± 8c•

acb�


d 8
^

_�d‹`

b

�
d 8�`

b

^
8

a&y

e;d 8

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

:

�

S

Ç ¾wÁ�� �

�

¿

S

}6}

L

Á����:ÈEË

�

È:È Á

L

À˜Á(È ÁfÄ

�ML

�

L

·[r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L

�

P
p

R6P“S

�

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

S£•
8

�
d‹²¸`

\¬Z]\�^ ^
8

g
`

\�g

Ž

�
•

8c± 8c•
•

acb�


d 8
^

_�d‹`

b

�
d 8l`

b

^
8

a&y

e;d 8
^¸\

d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a��

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

:6:

S

Ç�¾wÁ�� ��Ç>¿

S

}6}

L

���

Ã™ÊEË

���

Ã �

L

À˜Á(È

�

Ä

�ML

�

L

·[r

q

¼

P
p

•

u

R�S

�

L

�

L

�

P
p

R6P“S:Å

L

�

n
V/V

T

SYwM\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

e;d
"�\

•

b

`{x
^ �B\

•
^

_,d
•

`

b

�
d 8 `

b

^
8

a&y

e;d 8

a Ž

¤9²

a

`�8
^

a

�

b

`ox

i;bOa

�
e;•/e;` 8

^
e

a|a

8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

:5�

S

�

¾wÁ���� Áo¿

S

}6}

L

ÁfÉ

�

ÂoË@Á•É

�

�

L

À˜Á(È�Ç™Ä

�ML

�

L

· r

q

¼

P
p

•

u

RCS

�

L

�

L��

u

p

v

X�R

u

S

�

L

�

L

�

P
p

R6P;S”wµ\
d 8

y

_,dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

e;d
"�\

•

b

`ox
^

�B\
•

y

\�g

i

8
g

a

8

i¡a

²

a

` 8
^

a

�

b

`{x
^

_�d‹`

b

�
d 8«`

b

^
8

a&y

e;d 8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�7ƒ

X�V

L

: 	

S

�

¾wÁ�����È>¿

S

}6}

L

Á

�

Ê>ÃoË@Á

�

� Á

L

À˜Á(È:É:Ä

�

L

�

ƒ

n

r

S

�

L

�

L

�

P
p

R6P“S

Ÿ

g
8 �

wM\
d 8

y

_�dfe;•
�

²
g

e
^

bzy|a

^
8c`{x

\

i§y

\�^


�b

g

b

g�"
`{x 8 •�8

�
8

•

•)8
g

y

8

a

²

a

` 8
^ �

•
\ �

e
"

e;`
\

•¥e;d
"�\

•

b

`{x
^

�

b

`ox¬e
�

e

a

`
^

_�d‹`

b

�1\
d 8

^
8c`{x

\

i

�B\
•

acb

^
_�dfe;`

b

g�"

�
•

\
`�8

b

g

a

e
g

i

\
`{x 8c•

y

\�^��
d 8$´

a

²

a

`�8
^

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹�� 	

S

�

ÁJ¾wÁ�� �>Â�¿

S

}6}

L

�:É�É:É™Ë

�:ÉSÂ �

L

Ì5�

�



�����������
	 � �

���

���

À˜Á(È>ÂEÄ

�

L

�

ƒ

n

r

S

�

L

�

u

p U>P p S

�

L��

r

S

�

L

�

L

�

P p R6P;S ·

� ycb

8 g ` ^ _�d‹`

b

� d 8«`

b

^ 8

a

`�8 �

a

^ 8c`ox \

i

�B\ • _

a

8 �

b

`ox · �še;d

i

e g

i

� e;•c`

bzy

d 8 ^ 8

a

x · �še;d

i

�B\ • dfe;• " 8


�b

\�^¸\ d 8

y

_,dfe;•

a

²

a

` 8 ^

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹ �

S

Â/¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

�

Ç™É>ÊEË

�

Ç>Â:Ê

L

�

�!(!*3) 2 53)+� $ 2/5%24)+� 5%) ( 24�!*35%)+6%2 )+* - ) & 03�

À˜Á(È

�

Ä

�

L

�”u

T

S

�

L

�

L

�™r

N

u“v

n

•

S

�

L „™L

�;r

V

v

n S�Å

L

�

L

Å p ~ n R�S

�

L

�ŠT

}

S(…©g `3•

b

g

acbzy

^¸\


�b

d

b

`j² \�� e

i;bOa|a

\

ycb

e;` 8

i«i;bOa

d \

y

e;`

b

\�g

b

g

acb

d

bzy

\�g1S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L�¯

P

v$v

L

%5�

S

ÁoÂ›¾

�

È�È�È>¿

S

}6}

L

Ç:Ç:É

�

Ë†Ç�Ç:É��

L

À˜Á(È>ÃEÄ �

L

&

P

r/�6ƒ

u

p UCS

�

L

�lr>T

V

T

R6~

u

SaÅ

L£„

T

V

q

ƒ

P p S

�

ƒ

L

�,q

ƒ �

v/v

P;Sª…

i

8 g `

b

�

y

e;`

b

\�g \�� e;d ^¸\

a

`

b

g ±�e;•

b

e g ` e "�" •�8 " e;` 8

a�b

g •)8c± 8c•

acb�


d 8 g 8/e;•©d‹² _ g

y

\ _ � d 8

i

w e;• � \ ±

y

x>e

b

g

a

S

¯

T

R

L

ÅINQ~YP

t p

u

u

R6U

T

v

V–Å

}6}

N

T

q�u“v

T

n R6V

	£¹ �

¾

�

È�È�È�¿

S

}>}

L

Ç��EË•Â �

L

À˜Á(È�Ê™Ä �

L

&

P

r/�1ƒ

u

p U�S

�ML

�

P

t

P p S •K\




_

a

` � 8c•c• \�g

y

d‹_

a

` 8c•‘e g e;d‹²

acbOa«b

g

y

\�g �B\ • ^ e;`

b

\�g

i

² •

g e ^

bzy|a

S

�

n R p

u

U

Ë

�

r

V/P

Ë

�CP�R

v

p

r6•

v

P

q

ƒ

R

T

qBu

N p P

}

nYp

v

È�ÇoË#Á��

S

�

È�È�Ç

L

À˜Á(È��™Ä

�

L

�

S

�

L

�

PWR�S

�

L

�

u

R6U6PWR

Ë �sT �

R>U6P�R�S ¤9`j•

b

g�"¥^ 8c`ox \

i

�B\ •G`ox 8

a

`j_

i

² \�� •/e;•)8 8c± 8 g `

a

S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L

�

� �

¾

�

È�È

�

¿

S

u

p

v

T

q

NOP

È�Â

�

Ç�È Á

L

À˜Á�Á(È™Ä �

L

�

P�R

¼

P�N

•

u

RCS

�

L

�

n
R>V/V

n
R�S£…c^��

•
\

± 8

i

`ze
g�"

8
g

`�8

a

`

b

^
e;`�8

a¥b

g
`{x 8

g
_

i

"
8

i

8cdfe

a

`

bzy




e
g

i

^
8c`{x

\

i

�B\
• �

g

i;b

g�"M^

b

g

b

^
_

^
8

g
8c•

"
²

�
e;`{x

a

e
g

iµa

e

i@i

d 8
�1\

b

g
`

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

¹(¹�	

S

���

¾

�

È�È�È>¿

S

}6}

L

����Ã:ÊEË � ��Ê>Â

L

À˜Á�Á�ÁfÄ

Å

L ¯

u

T

n
S

�ML

�

u

p$p

T

R6P�NQN
n

S ·

a&y

e
�

b

g�"��
•)8�8 8

g
8c•

"
²

^

b

g

b

^
e

S

�

p/n

q

L

�

u�v

N

L

Å

q�u

U

L

�,q

T

L

"$�

Å

:;:

¾

�

È�È

�

¿

S

}>}

L

Á

�

Â

���

Ë#Á

�

Â

� �

L

À˜Á�Á

�

Ä

„™L �

n
R

v|u

NQP�R

v

T

S

�ML

�

L

�

nYp
PWR6V/PWR�SoÅ

L „™L

�

n

v

P
p

S6Z
d

\

acb

g�"
`ox 8

"
e

�




8c` � 8�8
g

8$´
�

8c•

b

^
8

g
`

a

e
g

i

`{x 8
\

•©²

ŽŒy

•©²

a

`›e;d
"

•
\

�s`ox




²M` 8
^��

8c•$e;`3_�•)8–e

y|y

8cd 8c•/e;` 8

i°i

²
g

e
^

bzy|a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

¯

P

v$v

L

%

�

S

Á

�

¾

�

È:È Áo¿

S

u

p

v

T

q

NQP

Á

� �

Á(È Á

L

À˜Á�Á(Ç™Ä

�

L

�

PWR�SG¨
_

^
8c•

bzy

e;d
w

8c`ox
\

i�a

�B\
•§`ox 8�¤9`j_

i

²
\�� ·]g

8c•
"

²
$

e
g

i�a&y

e
�

8

a

e
g

i

•
e;•�8

·
± 8

g
`

a

S

v

ƒ	�

V/P U6PŒNz—

"

R

Tf•

P
p

V

T

v

¶

U6P �lP

»LË �

nYp

¼

S

�

È�È

�

L

À˜Á�Á•É:Ä

�

L „™L

�>u

R

�iË

�

u

•

u

p$p/n
S

�

L

�

•¡T

v

ƒ

S ¨
_

^
8c•

bzy

e;d

y

e;d

y

_�dfe;`

b

\�g

a

_

acb

g�"
`{x 8 x�²

�
8c•

•

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a–acb

^
_�dfe;`

b

\�g ^
8c`ox

\

i

S

�

n

•

}

L

�sƒ

X�V

L

�

n

• •

L

¹�	

�

S

Á ¾

�

È�È�Áo¿

}6}

L

�

È

�

Ë

� �

Á

L

À˜Á�ÁoÂEÄ

�

ƒ

L

�,q

ƒ �

v$v

P“S�Å

LG„

T

V

q

ƒ

P
p

S

�

L

�lr6T

V

T

R>~

u

S

�

L

&

P

r/�1ƒ

u

p
U�S

Ÿ i;b

•)8

y

`¸e
�2�

•
\

e

y

x `
\

y

\�g �B\
•

^
e;`

b

\�g
e;d

i

²
g

e
^

bzy|a 


e

a

8

i

\�g
x�²




•

bji

wµ\�g
` 8

Z
e;•cd

\�S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�7ƒ

X�V

L

¹ ��¹

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

ÁfÉ

�

Ë#Á

�

Ê

L

À˜Á�Á

�

Ä

�

ƒ

L

�,q

ƒ �

v$v

P;S

�

L

�Gr6T

V

T

R6~

u

S
�

b

\�^¸\
d 8

y

_,dfe;•

y

\�g �B\
•

^
e;`

b

\�g

a¬y

e
g




8

bji

8
g

`

b

� 8

i

e

a

^
8c`ze

a

`›e




d 8

a

`›e;` 8

a

\��ž^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

S

T

R

�

u

R>U

t
n�n

¼

n;m
�

r>•

P
p

T

q�u

N$ÅIR

u

NfX�V

T

VWS

�

n
N

L��

S

�,}

P

q

T

u

N

•

n
N

r6•

P

$

�

n

•

}

r

v³u“v

T

n
R

u

N

q

ƒ

P

•¡T

V

v

p
XYS �

nYp

v

ƒ�Ë �

n
NON

u

R6U�S

�

È:È�Ç

S

}6}

L

�

���oËwÃ™É�É

L

À˜Á�ÁoÃEÄ

�ML

�

L

�

n;p
P�R>V/P�RCSaÅ

L „™L

�

n

v

P
p

S

�
8

^��
8c•$e;`j_,•)8«e

y|y

8cd 8c•$e;`�8

i i

²
g

e
^

bzy|a

�B\
•

acb

^
_�dfe;`

b

\�g

\��

b

g �
•)8

ˆ

_;8
g

` 8c± 8
g

`

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹9¹�Ì

S

�

Á�¾

�

È�È�È>¿

S

}6}

L

�>Â ���EË �

�

È

�

L

À˜Á�Á(Ê™Ä

Å

L „™L

�

n

v

P
p

S

Ÿ

^
8c`ox

\

i

�B\
• e

y|y

8cd 8c•$e;`

b

g�"
`ox 8

^¸\
d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a acb

^
_�dfe;`

b

\�g \��

b

g �
•)8

ˆ

_;8
g

` 8c± 8
g

`

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ � �

S

Á�Á�¾•Á����>Ã�¿

S

}6}

L

É

� �

ÂoË‘É

�

Ã�Ã

L

Ì5� %



��������� � 	 � �

���

���

À˜Á�Á��™Ä

Å

L „™L

�

n

v

P p S � e;•$e;d{d 8cds•)8 � d

bzy

e ^ 8c`{x \

i

�B\ •

i

² g e ^

bzy|a

\��

b

g � •)8

ˆ

_;8 g ` 8c± 8 g `

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

�

�

�

S

���

¾•Á�����Ê>¿

S

}6}

L

Á•Ç���Ê>ÂoË@Á(Ç���Ê:Ê

L

À˜Á

�

È™Ä

�

L

�

ƒ r

S

�µL

�

L

· r

q

¼

P p

•

u

R�S

�

L

�

L

�>u

•«r

P�NQV n RCS

�

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

Sš¢

acb

g�"¥gC\ ± 8cd1±�e;•

b

e




d 8

`j•/e g

a

�B\ • ^ e;`

b

\�g

a

` \ 8 g x>e g

y

8

y

\�g �B\ • ^ e;`

b

\�g e;d

a

e ^�� d

b

g�"

b

g ^¸\ d 8

y

_,dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L(¯

P

v$v

L

%�%

¾

�

È�È

�

¿

S

u

p

v

T

q

NQP

Á(È�È

�

È Á

L

�

��� ) )+* $�)+6lF 2/) 5%)+� -/)+�/"3*3��� 6%)+� & 6%� -/� 03���1$!6 53) - 2/�[F �!��� �

032/)+� ����$!* � $�*%� - �!* - ) )+* 5 ��*%��&'� ��63) &'$!� H+� 6%���!� 24)��������	��
���


À˜Á

�

ÁfÄ �

L

�”u

n S

�

L

�

L/�

u

p

v

X,R

u

S

ŸGi;b

e




e;`

bzy

� e;`{x

b

g ` 8 " •$e;d ^¸\ d 8

y

_,dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

^ 8c`{x \

i�a

�����

Ÿ

d "�\ •

b

`ox ^

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X,V

L

¹ ���

S

Â ¾wÁ����

�

¿

S

}6}

L

�

È

�

ÊEË

�

È:Ç>Â

L

À˜Á

���

Ä �

L

�

L �

u

p

v

X�R

u

S$Å

L

�lr

~

ƒ

P�VWS

�ML

�

L

·[r

q

¼

P p

•

u

R�S7wM\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

e;d "�\ •

b

`ox ^

a

�B\ • � e;`{x

b

g `�8 " •$e;d

a

e;`

y

\�g

a

`ze g ` � •)8

a|a

_,•)8 S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�7ƒ

X�V

L

¹9¹��

S

ÃJ¾•Á�������¿

S

}6}

L

Ç

�

Ã:ÂoË

Ç

�

�:È

L

À˜Á

�

Ç™Ä

�ML

�

L

·[r

q

¼

P p

•

u

R�S

�ML

�

u

p/p

T

R6PWNON n S9…cg ` 8 " •$e;`

b

g�" `{x 8 Z e;• •%� e;•©•

b

g 8cd{d \ 8

ˆ

_>e;`

b

\�g

a

� …$… �

w
_,d‹`

b

�
d 8 `

b

^
8

a&y

e;d 8 `�8

y

x
g

bjˆ

_ 8

a

S

�

L

�

ƒ

P

•

L

�sƒ

X�V

L

¹ �[¹

S

�

¾wÁ����:ÉS¿

S

}6}

L

Á•Ç Á

�

Ë@Á(Ç

�

�

L

�������
° -•®/µ -71 -•® /

�
µ�
„®K¶W��´.- -L¯ 1$´‰° 5�-71 3/°�±�� 5��7/ -71 / ´.5��

¯�¶
�

µ + -#5 5 -71

E

6GF 24�!(!)+� (7H+*IH 24�!6KJ

À˜Á

�

É:Ä �

L

ÅINQN

u

T

p
P“S

Ÿ

g
e;d‹²

a

8
g

_
^

†c•

bjˆ

_ 8 8c`
\ �

`

b

^

bOa

e;`

b

\�g1S

�

n

r

p
V[U6P7Nz—

�

q

n
NOP

�

n
NQX

v

P

q

ƒ

R

T ¹ r

P;S

�

È�È

�

L

À˜Á

�

ÂEÄ �

L

�

u

•
t

P
p

~YP
p

SCw
†

y

e
g

bjˆ

_ 8

i

8Œd��

b

g�"
†

g

b

8c_�•
S

�

P
p

•

u

R6R�S

Á���Ê Á

P

v

Á�� �>Ã

L

À˜Á

� �

Ä �

L

�

P�V$V
n

RCS

�

L

�”u

T

NONQP

v³u

r

U�S

�

L

Ë

¯sL

�

ƒ

u

t
n

q

ƒ

P;S

�

L „

nYp
P�V

v

Ssw
†

y

e
g

bjˆ

_ 8
gC\�g

d

b

g
†/e

b

•)8

i

8

a

^
e;`‡†c•

b

e;_“´
S

�

v

r

U6PWVIPWR

•¡¶

qBu

R

TF¹ r

PŒU6PWV

•

u“v

¶

p

T

u

r

k
P

v

U6PWVIV

v

p

r

qWv

r

p
P�VWS

�

P
p

• �

V�S

�

u

p

T

VWS

�

È�È�Á

L

À˜Á

�

ÃEÄ

�

L

�

L

�

p
P�R6R6P

p
S

¯sL

�

L

��q

n

v$v

S

�
x 8

w
e;`{x 8

^
e;`

bzy

e;d
�

x 8
\

•©²
\��

�7b

g

b

` 8
·

d 8
^

8
g

`
w

8
•

`{x
\

i�a

S

�,}

p

T

R6~YP
p

S

Á���� Á

L

À˜Á

�

Ê™Ä��

�

r

N

v

T

V

qBu

NQP

�

n
U6PWNON

T

R6~
n;m

�

u“v

P
p

T

u

NOV��§V$X

•

}

n
V

TOr6•

}

p/n

q

PWP�U

T

R6~YVWS

�

L

�

L

�™r

N

u“v

n

•

S

·

L

&

L

U6PlN

u �

r
t

T

u

S

�

L

�sƒ6T

NQN

T

}

V�S

�

L

�Œu

k

T

p

u

V�S �

L

�Œƒ

n
R

T

P

•

PWU6V

L

S

�

u“v

P
p

T

u

NOV

�

P�V$P

u

p

q

ƒ

�

n

q

T

P

v

XYS

Á������

L

À˜Á

�

�™Ä

�ML

�

ƒ>T

}

n

v

S‚·
d 8

^
8

g
`

a

\�� gC\�g
d

b

g
8/e;• e

g
e;d‹²

acbOa

S

�™T

p

¼ ƒ1 ;r

V$P
p

S

�

È�È�È

L

À˜Á(Ç�È™Ä �

L

�

L

�

T

u

p
NOP

v

S w
e;`ox 8

^
e;`

bzy

e;d
·

dfe

a

`

bzycb

`j²
¦  (\

d �
…

Ž

�
x�•)8�8

•%�

b

^
8

g

acb

\�g
e;d

·
dfe

a

`

bzycb

`3²
S

��v

r

U

T

PWV

T

R

�

u“v

ƒ

P

•

u“v

T

q

V

u

R>U

T

v

V–Å

}6}

N

T

qBu“v

T

n
R>V�S5�

nYp

v

ƒ �

n
NQN

u

R6UCS

Á���Ê:Ê

L

À˜Á(Ç ÁfÄ2&

L

�

T

R6U6P
p

NOP

ƒ

p
P

p
S

�

L

��v|u

•

}1u“q�q

ƒ6T

u

S(…cg
`j•

\

i

_

y

`

b

\�g
`

\
±�e;•

b

e;`

b

\�g
e;d

b

g
8

ˆ

_>e;d

b

`

b

8

a

e
g

i

`{x 8

b

•¥e
�2�

d

bzy

e;`

b

\�g

a

S Å

q�u

U6P

• T

q

�

p
P�V$V�S

Á���Ê�È

L

Ì5� :



�����������
	 � �

���

���

À˜Á(Ç

�

Ä �

L�¯

u

p$p/n

r

v

r

p/n

r

S

�

L

Ë

¯sL�¯

T

n R6VWSYw †c`{x \

i

8

a

^ e;`ox1† ^ e;`

bjˆ

_;8

a

�1\ _�•™d 8

a7a&ycb

8 g

y

8

a”i

8™d��

b

g1•

" † g

b

8c_�•

Ž

( � `

b

^

bOa

e;`

b

\�g 8c`Ge g e;d‹²

a

8 g _ ^ †c•

bjˆ

_;8 S

�

n

r

p VŠU6P«N3—

�

q

n NOP

�

n NQX

v

P

q

ƒ

R

T ¹ r

P;S

Á����

�

L

À˜Á(Ç�Ç™Ä

�

LK¯

P

�

p

T

V�S ¤9²

a

` - ^ 8

a

^ _�d‹`

b

• †

y

x 8cd{d 8

ahŽ

^¸\

i

†cd

bOa

e;`

b

\�g 8c`

acb

^ _�dfe;`

b

\�g1S

�

n

r

p V U6P

Nz—

�

q

n NQP

�

n NfX

v

P

q

ƒ

R

TF¹ r

P“S

�

È�È�Ç

L

À˜Á(Ç:É:Ä2&

LB¯

PW~

r6T

NON n R�S

�

L

�,u

R

q

ƒ

P

��Ë �

u

NOPWR

q

T

u

S9Z]\�^�� _�`›e;`

b

\�g \��

acb

g�" _�dfe;•

a

\ d‹_�`

b

\�g

ašb

g 8cd{d

b

� `

bzy

� • \




d 8 ^

a

e g

i

8cdfe

a

`

bzycb

`3² S

�

u

V/V n R�S

�

u

p

T

V�S

Á���Ê>Ã

L

À˜Á(Ç>ÂEÄ �

L

�

L �

u

p V$U6P�R�S

·

L

�

L

�

L

�lr

~

r

P�VWS�w e;`{x 8 ^ e;`

bzy

e;d �B\ _ g

i

e;`

b

\�g

a

\��Œ· dfe

a

`

bzycb

`3² S

&

n

•

P p S

Á����™É

L

À˜Á(Ç

�

Ä

Å

L

�

r

u

p

v

P p$n R

T

S{Å

L

�

u

NON

T

SB¨ _ ^ 8c•

bzy

e;d

Ÿ

�2� • \ ´

b

^ e;`

b

\�g \�� � e;•©`

b

e;d �

b

7 8c•)8 g `

b

e;d ·

ˆ

_6e •

`

b

\�g

a

S

�,}

p

T

R6~YP p S

Á����>Ã

L

À˜Á(Ç>ÃEÄ �

L

�,u

NOPWR�� n RCS‚w †

y

e g

bjˆ

_ 8

i

8

a

^

b

d

b

8c_“´

y

\�g `

b

g _

a

S

�

n

r

p VKU6P N3—

�

q

n NOP

�

n NQX

v

P

q

ƒ

R

T ¹ r

P;S

Á����

�

L

À˜Á(Ç�Ê™Ä �

L

�,u

R

q

ƒ

P

��Ë �Gr t

P p

v

S

�

L

�,u

R

q

ƒ

P

��Ë �

u

NOPWR

q

T

u

S£Z]\

ˆ

_ 8

a

†cdfe

a

`

bjˆ

_ 8

a

^

b

g

y

8

alŽ

� • \ � •

b

†c` †

a

e

a

² ^�� ` \ `

bjˆ

_;8

a

S

�

u

V/V n R�S

�

u

p

T

VWS

Á�����Ã

L

À˜Á(Ç��™Ä

�

L

·

p

r

PWV/U6PWNON3S

�

L

�
n

NQNzS

�
x 8

gC\�g
d

b

g
8/e;• � 8cd

i

`ox 8
\

•

b

8

a

\��–^
8

y

x>e
g

bzy|a

`{x 8
\

•©²
\��

8cdfe

a

`

bzycb

`3²
S

�

u

R>U

t
r

q

ƒ

U6P
p

�sƒ

X�V

TF¼

S

ºOºHº

/

Ç

S

��}

p

T

R6~YP
p

�

P
p

N

T

R�S

Á��

�

Â

S

}6}

L

Á{Ë

�

È

�

L

�

2�-/��� ��)+� 53) &'� - "lH &'� - ��� 6%)+�

À˜Á•É>È™Ä �

L

ÅlNON

u

T

p
P;S

‰

\�^¸\ "
8

g

b��

e;`

b

\�g
e

g

i

` �
\�•

a&y

e;d 8

y

\�g
± 8c•

"
8

g

y

8
S

��º

Å

�

�

L �

u“v

ƒ

L

ÅlR

u

N

L

Ì
	

S

�

¾•Á����

�

¿

S

}>}

L

Á•É>Ê

�

Ë#ÁoÂ�Á•Ê

L

À˜Á•É�ÁfÄ

�

L

�

u

p

v

P�NQV�S�Å

L

�

p/n

ƒ

N3Sšw
_,d‹`

bOa&y

e;d 8 •)8

a

\
d‹_�`

b

\�g

b

g
`{x 8

y

\�^��
_,`ze;`

b

\�g \��

y

•©²

a

`›e;d{d

b

g
8

^

bzy

•
\

a

`3•©_

y

`3_�•)8
S �

r6•

P
p

L �

u“v

ƒ

L

: �

¾

�

È�È:ÉS¿

S

}6}

L

�

É�Á{Ë

� �

È

L

À˜Á•É

�

Ä

�¥L

�

N

u

R

q

S

�

L£¯

P

�

p

T

V�S

�

L

Ë

¯sL�¯

T

n
R6VWS

�

•
\�^ ^¸\

d 8

y

_,dfe;•
^¸\

i

8cd

a

`
\

y

\�g
`

b

g
_�_

^ ^
8

•

y

x>e
g

bzy|a

S Å
p

q

ƒ

L

�Gu“v

T

n
R

L4�

P

q

ƒ

L

ÅlR

u

N

L

¹��5�

¾

�

È�È

�

¿

S

}>}

L

Ç:É�Á{Ë†Ç�Ê Á

L

À˜Á•É>Ç™Ä

Å

L

�

p

u

T

U>P�V�S

�

L

&

u

N

�

u

V
n

S1Å

L

�

u

p/p$n
R

T

S  
e;•

b

e;`

b

\�g
e;d

�

\
•

^
_�dfe;`

b

\�g \��
¤

\��
`�8

g

b

g�"

�
x 8

gC\�^
8

g
e

b

g

�

•/e

y

`j_�•�8
w

8

y

x>e
g

bzy|a Ž

`{x 8
(”g

8
•%�

b

^
8

g

acb

\�g
e;d

Z
e

a

8
S�Å

p

q

ƒ

L

�lu“v

T

n
R

L

�

P

q

ƒ

L

ÅIR

u

N

L

¹2� �

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

�

ÇoËwÂ:Ê

L

À˜Á•É�É:Ä

�

L

�”u

p
V

v

P�R6V$P�R�S

·

L

�

n

r
t

T

q

P

¼

Sª¨
_

^
8c•

bzy

e;d7e
�2�

•
\

´

b

^
e;`

b

\�g \��
²

\
_

g�"�^
8/e

a

_,•)8

a‘b

g

gC\�g

y

\�g
± 8$´ ±�e;•

b

e;`

b

\�g
e;d

�
•

\




d 8
^

a

S5�

r6•

P
p

L �

u�v

ƒ

L

%5�

¾

�

È�È�È�¿

S

}6}

L

Ç��>ÂoË‘É�ÁoÂ

L

À˜Á•ÉSÂEÄ �

L

�

L

�

T

u

p
NOP

v

S

Ÿ

g

O(h2)
^

8c`ox
\

i

�B\
•µe

gC\�g1•

a

^¸\&\
`ox




\
_

g

i

e;•©² ±�e;d‹_ 8
�

•
\




d 8
^ S

Å�P

¹ r

u�v

T

n
R6P�V

�

u“v

ƒ

L

Ì

¾•Á��

�

Ê>¿

S

}6}

L

Ç��EË†É��

L

À˜Á•É

�

Ä �

L

�

L

�

T

u

p
NQP

v

S
�le

acbzy

·
•©•

\
•

·

a

`

b

^
e;` 8

a

�B\
•

·
d{d

b

�
`

bzy

�
•

\




d 8
^

a

S

T

R

�

u

R6U

t
n,n

¼

n;m

�

r>•

P
p

T

q�u

N�ÅlR

u

NQX�V

T

V�S

�

n
N

L

ºOº

S

�

L

�

L

�

T

u

p
NOP

v

S

�

L

Ë

¯sLD¯

T

n
R6V�S&PWU6V

L

S �
nYp

v

ƒ�Ë �

n
NON

u

R6U�S

Á���� Á

S

}6}

L

Á(ÃoË•Ç>ÂPÁ

L

À˜Á•ÉSÃEÄ}·

L

�

n

r

S

�«L

�

r

S

Ÿ

^
_�d‹`

bOa&y

e;d 8 �
g

b

`�8 8cd 8
^

8
g

`
^

8c`{x
\

i

�B\
• 8cd{d

b

�
`

bzy

�
•

\




d 8
^

a b

g

y

\�^��1\

acb

` 8
^

e;`�8c•

b

e;d

a

e
g

i

�1\
•

\
_

a

^
8

i;b

e
S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

¹�	5�

¾wÁ����>Ã�¿

S

}6}

L

Á

�

�EË

Á(Ê��

L

Ì��
�



��������� � 	 � �

���

���

À˜Á•É>Ê™Ä �

L”¯

P

·

u

NONQP

q

S�¨ _ ^ 8c•

bzy

e;d w 8c`{x \

i�a

�B\ • gC\�g d

b

g 8/e;•§`ox�•)8�8 •

i;b

^ 8 g

acb

\�g e;d 8cdfe

a

`

bzycb

`3² S

T

R

�

u

R6U

t n�n

¼

n;m �

r>•

P p

T

q�u

NŽÅlR

u

NfX,V

T

VWS

�

n N

L

ºOºHº

S

�

L

�

L

�

T

u

p NOP

v

S

�

L

Ë

¯sLs¯

T

n R6V�S PWU6V

L

S

� n;p

v

ƒPË �

n NON

u

R6U�S

Á����:É

S

}6}

L

É

�

Â(Ë

�����

L

À˜Á•É��™Ä

�ML(¯

r

V

¼�T

R�S!(”g `ox 8

y

\�^�� _�`›e;`

b

\�g \��

y

•c²

a

`ze;d{d

b

g 8 ^

bzy

• \

a

`j•©_

y

`j_�•�8 S�Å

qWv³u

�

r6•

P p

T

qBu

¾wÁ����

�

¿

S

}6}

L

Á�� Á{Ë

�

Â�Ã

L

À˜ÁoÂ:È™Ä �

L �

u

p

q

P�NON

T

R

T

S,� 8c•

b

\

i;bzy a

\ d‹_,`

b

\�g

a

e g

i

x \�^¸\ " 8 g

b��

e;`

b

\�gM\�� gC\�g d

b

g 8/e;•Œ±�e;•

b

e;`

b

\�g e;d

� • \




d 8 ^

a

S ÅlR6R

L �

u“v

L

�sr

p

u

Å

}6}

N

L

�

S

Á�ÁoÃK¾•Á��>Ã:Ê�¿

S

}6}

L

Á(Ç��EË@ÁoÂ

�

L

À˜ÁoÂ�ÁfÄ

Å

L

Ë

�ML �

u“v³u;q

ƒ

P;S

�

ƒ

L

�,q

ƒ>»

u

t

S

� � \�•

a&y

e;d 8

�

·7w �B\ •

‰

\�^¸\ " 8 g

b��

e;`

b

\�g � • \




d 8 ^

a

S

�

P

• T

R

u

p™monYp Å

}6}

N

T

P�U

�

u�v

ƒ

P

•

u“v

T

q

V p P�V$P

u

p

q

ƒ

p P

}

nYp

v �

È:È Á{Ë•È

�

S

�

È:È Á

L

À˜ÁoÂ

�

Ä �

L

�>u

R

q

ƒ

P

��Ë �

u

NQP�R

q

T

u

S�� e

a|a

e " 8�� dfe�d

b

^

b

` 8

i

8žd�� †cdfe

a

`

bzycb

` †ž`j•

bji;b

^ 8 g

acb

\�g1g 8cd{d 8�� dfe

`{x1† \ •

b

8¸e

a

² ^�� ` \ `

bjˆ

_ 8

i

8

a§y

\

ˆ

_ 8

a

^

b

g

y

8

a

S

�

L

�

L

Å

qBu

U

L

��q

T

L

�

u

p

T

V�S

�

¶

p

T

P

ºOº

S

	�¹9¹

¾wÁ�����È>¿

S

}6}

L

�:È��EË ��Á

�

L

À˜ÁoÂ:Ç™Ä

�

ƒ

L

�,q

ƒ>»

u

t

S�Å

L

Ë

�ML �

u“v³u;q

ƒ

P“S * 8 g 8c•$e;d

b��

8

i �

·7w �B\ •

‰

\�^¸\ " 8 g

b��

e;`

b

\�g � • \




d 8 ^

a

S

�

P

• T

R

u

p™monYp Å

}6}

N

T

P�U

�

u�v

ƒ

P

•

u“v

T

q

V p P�V$P

u

p

q

ƒ

p P

}

nYp

v �

È:È Á{Ë•È:Ç

S

�

È:È Á

L

�

2�-/��� ��)+� 53) & H+� �!*3��� 6%)

À˜ÁoÂ™É:Ä

„™L

�

u

p
t

P;S

¯sL

&

P

q

¼

P
p

S

&

L

�

P

r

N

T

R�S

�

L

�”u

T

NONOP

v|u

r

U�S …cg
` 8c•

"
•$e

g
_,dfe;•Ie

g

i¥b

g
`3•$e

"
•$e

g
_�dfe;•




8|x>e;±

b

\
_�•

\�� �1\
d‹²

y

•©²

a

`›e;d{d

b

g
8¸e

"�"
•)8

"
e;` 8

a

¦ �
e;•c`��

Ž �

�
·

�
^¸\

i

8cd
S

º

R

v

L

�

L

�

N

u

V

v

T

q

T

v

X

¹

�
¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

ÂPÁ(ÇEËwÂ™Ç

�

L

À˜ÁoÂ�ÂEÄ

„™L

�

u

p
t

P;S

�

L9„

nYp
P�V

v

S

�

L

�”u

T

NONQP

v|u

r

U�S1…©g
`�8c•

"
•$e

g
_�dfe;•¥e

g

i¸b

g
`j•$e

"
•$e

g
_,dfe;•




8|x>e;±

b

\
_,•

\�� �1\
d‹²

y

•©²

a

`›e;d{d

b

g
8«e

"�"
•)8

"
e;` 8

a

¦!�
e;•©` �

Ž

•
8

a

_�d‹`

a

S

º

R

v

L

�

L

�

N

u

V

v

T

q

T

v

X

¹

�
¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

Â:Ç>Ã(ËwÂ

�

Ç

L

À˜ÁoÂ

�

Ä �

L

Ë

¯sL

�

ƒ

u

t
n

q

ƒ

P;S

�

L

�”u

T

NQNOP

v³u

r

U�S@…cg
` 8

"
•/e;`

b

\�g ^
8c`{x

\

i�a

�B\
•

y

\�^��
d 8$´

�
dfe

a

`

bzy y

\�g

a

`

b

•

`j_,`

b

± 8 8

ˆ

_6e;`

b

\�g

a

S

�

n

•

}

r

v

L �

P

v

ƒ

n
U6V„Å

}6}

N

L �

P

q

ƒ

L

�

R6~
p

~

L

¹�	 	

¾•Á����

�

¿

S

}6}

L

Á

�

ÂoË

ÁoÂ�Â

L

À˜ÁoÂ�ÃEÄ �

L

&

L

�

V

ƒ

P�N

t

X;S

�
x 8

i

8c`�8c•
^

b

g
e;`

b

\�g \��
`ox 8 8cdfe

a

`

bzy

� 8cd

i

\��
e

g
8cd{d

b

�

a

\

bji

e;d

b

g

y

d‹_

acb

\�g

e
g

i

•)8cdfe;` 8

i

�
•

\




d 8
^

a

S

�

p/n

q

L

�

L

�

n

q

L9¯

n
R6U

L

Å

��Ì�¹

¾•Á��>Â�Ã�¿

S

}6}

L

Ç>Ã

�

Ë†Ç��

�

L

À˜ÁoÂ:Ê™Ä �

L

�

p

3

R>P
p

S��
_�•

�
dfe

a

`

bOa&y

x 8
g  

8c•
�B\

•
^

_
g�"

i

8

a

 

b

8cd ��•

bOa

`›e;d{d

a��

(”g
`{x 8

�
dfe

a

`

bzy i

8
�B\

•
•

^
e;`

b

\�gM\�� �1\
d‹²

y

•©²

a

`›e;d

a	�

S Å

qWv|u

L �

P

v

L

:

¾wÁ��

�

Áo¿

S

}6}

L

ÁoÂ:ÂoË#Á

�

Á

L




� & H -/"%$�53) ��� 63�!��� ��$�*�-/��* 6%6 &

�

) -/"%$�5 � � � � � ��� � )+� - ��$!*

�!� 
 ���!����


À˜ÁoÂ �™Ä �

L

�

R

u;}

S

�µL

�Šp

v

T��

S

Ÿ

g

Ÿ

g
e;d‹²

acbOa

\��
`{x 8

	
_>e

acb

Z]\�g
`

b

g
_,_

^ w
8c`{x

\

i

S

�

L��

P

q

ƒ

L

�sƒ

X,V

L

�

n
N

T

U6V

� :

¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

Á•Ê����EË@Á��

�

Ç

L

À˜Á

�

È™Ä

�

L

�

L��

T

NONQP
p

S

�

L

�

L

·

u

U

•

nYp
S

�
x 8

	
_6e

acbzy

\�g
`

b

g
_,_

^ w
8c`ox

\

i Ž

(
± 8c•c±

b

8 �
¦

Ÿ

�2�
d

b

•

y

e;`

b

\�g

a

e
g

i

Z
_,•©•)8

g
`

�

b

•)8

y

`

b

\�g

a

S

�

L

n“m

�

n

•

}

r

v

P
p

Ë

Å

T

U6PWU

�

u“v

P
p

T

u

NOV

&

P�V

T

~YR

:

S

Ç

¾

�

È�È

�

¿

S

}6}

L

�

È�ÇEË

�

Ç��

L

Ì���¹



�����������
	 � �

���

���

À˜Á

�

ÁfÄ

�

L �

T

NQNOP p S

�

L

�

L

·

u

U

•

n;p S

�

L

�7ƒ>T

NON

T

}

VWS

�ML

�Šp

v

T	�

S 	 _6e

acbzy

\�g `

b

g _�_ ^

acb

^ _�dfe;`

b

\�g \��

� •$e

y

`3_�•)8 e;`l`ox 8�e;` \�^

bzy‘a&y

e;d 8 S

�

n U6PWNON

T

R6~

�

TQ•«r

N

L �

u“v

P p

L

�,q

T

L

�

R6~

L

�

¾wÁ�����Ê>¿

S

}6}

L

�

È>Ã(Ë

�

Ç�Ê

L

À˜Á

���

Ä �

L

�

L

�

ƒ

P�R n XYS

�

L �

T

NONQP p S

�

L

�

L

·

u

U

•

n;p S

�

L

�sƒ6T

NON

T

}

V�S

�ML

� p

v

T��

S 	 _6e

acbzy

\�g `

b

g _�_ ^

wµ\

i

8cd

a

\�� …©g `�8c• � e

ycb

e;d£¤9`3•©_

y

`3_�•)8¸e g

i

� 8 �B\ • ^ e;`

b

\�g1S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L£¯

P

v/v

L

% �

¾wÁ�����Ê>¿

S

}6}

L

ÃEÉ

�

ËwÃEÉSÂ

L

À˜Á

�

Ç™Ä �

L

�

L

�

ƒ

P�R n XYS

�

L �

T

NQNOP p S

�

L

�

L

·

u

U

•

nYp S

&

L

�

n U6R6PcXYS

�

L

�sƒ6T

NON

T

}

VWS

�ML

�Šp

v

T	�

S

Ÿ

g

e

i

e � `ze;`

b

± 8 � g

b

`�8 8cd 8 ^ 8 g `Ke �2� • \ e

y

x�` \ e;` \�^

bzy

•

a&y

e;d 8 ^ 8

y

x>e g

bzy|a

• `{x 8 	 _6e

acb

Z]\�g1•

`

b

g _,_ ^ w 8c`{x \

i

S

�

L �

P

q

ƒ

L

�7ƒ

X�V

L

�

n N

T

U>V

�

� ¾wÁ�� ���>¿

S

}6}

L

�

Á:Á{Ë

�

É

�

L

À˜Á

�

É:Ä �

L

�

L

·

u

U

•

n;p S

� x 8

ˆ

_6e

acbzy

\�g `

b

g _,_ ^ ^ 8c`{x \

i

S

v

ƒ��

V/P§U6P Nz—

"

R

TQ•

P p V

T

v

¶

U>P

�

p/n

»

R�S

Á����

�

L

À˜Á

�

ÂEÄ �

L

�

L

·

u

U

•

nYp S

�µL

�Šp

v

T��

S

�

L

�sƒ6T

NON

T

}

V�S 	 _>e

acb

Z]\�g `

b

g _�_ ^ e g e;d‹²

acbOa

\��

i

8 � 8

y

`

a b

g

a

\ d

bji�a

S

�sƒ6T

N

L �

u

~

L

Å

�

	

¾wÁ����

�

¿

S

}6}

L

Á(Â

�

�EË@ÁoÂ

�

Ç

L

À˜Á

� �

Ä �

L

�

L

·

u

U

•

nYp S

�

L

�7ƒ>T

NON

T

}

VWS‚w

b

´ 8

i Ÿ

` \�^

bOa

`

bzy

e g

i

Z]\�g `

b

g _�_ ^�wµ\

i

8cd

a

\�� � 8 �B\ • •

^ e;`

b

\�g

b

g ¤ \ d

bji�a

S

¯

u

R6~

•«r6T

p

¹�Ì

¾wÁ����

�

¿

S

}6}

L

ÉSÂ

�

�EË†ÉSÂ™Ç:É

L

À˜Á

�

ÃEÄ �

L

�

L

·

u

U

•

nYp
S

�

L

�

L

�

•¡T

v

ƒ

S �

L

�

P
p

R6V

v

P

T

R�S

�

L

�Œu

k

T

p

u

VWS9w

b

´ 8

i

�
g

b

` 8 8cd 8
^

8
g

`7e
g

i

e;`
\�^

bOa

`

bzy

�B\
•

^
_�dfe;`

b

\�g �B\
•

y

\�^��
d 8$´

y

•©²

a

`ze;d

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

�

�6:

¾wÁ���� �>¿

S

}6}

L

�

Ç>ÂoË

�

ÉSÂ

L

�

H - "3$�5%) � $!*35IH+) � 6�2 ��� 5 ��*%� &'��� 6%) � ��&'��� -/$!*%��)+*%*3) �
�
� �����

��)+� - ��$�* �!� 
 ���!� � 


À˜Á

�

Ê™Ä

„™L „™L

Å

t
p

u

ƒ

u

•

S

�

L

�

L

�

p/n

r

~

ƒ

v

n
RCS �

L

�

P
p

R6V

v

P

T

R�S

�

L

�Œu

k

T

p

u

V�S
¤

�
e

g1g

b

g�"
`{x 8

y

\�g
`

b

•

g
_�_

^
`

\

ˆ

_6e
g

`j_
^

d 8
g�"

`ox

a&y

e;d 8

aŠb

g
e

i

²
g

e
^

bzylacb

^
_�dfe;`

b

\�gµ\��




•

b

`j`jd 8
�

•$e

y

`3_�•)8
S

�sr�Ë

p/n

}

ƒ

X,V

L(¯

P

v/v

L

� �

S

�

¾wÁ�����Ê>¿

S

}6}

L

Ã™Ê�ÇEËwÃ™Ê>Ã

L

À˜Á

�

�™Ä

„™L „™L

Å

t
p

u

ƒ

u

•

S

�

L

�

L

�

p$n

r

~

ƒ

v

n
R�S �

L

�

P
p

R6V

v

P

T

R�S

�

L

�Œu

k

T

p

u

V�S
¤

�
e

g1g

b

g�"
`ox 8

$
8

g�"
`ox

¤

y

e;d 8

a�b

g.�
²

g
e

^

bzy

¤

b

^
_,dfe;`

b

\�g1S

�

n

•

}

r

v

P
p

V

T

R

�sƒ

X,V

T

q

V

¹PÌ

S

�

¾•Á�����Ê>¿

S

}6}

L

Â:Ç�ÊEË•Â™É

�

L

À˜ÁoÃ:È™Ä}·

L

�

P�NQX

v

V

q

ƒ�¼

n
S

�

L

�

L��

T

u

n
S™Z]\

_
�

d

b

g�" ^
8c`ox

\

i�a

�B\
•

y

\�g
`

b

g
_�_

^ ^¸\

i

8cd �

b

`{x
^¸\

d 8
•

y

_�dfe;•
^¸\

i

8cd
S

º

R

v

L

�

L

mon;p

�

r

N

v

T

V

qBu

NQP

�

n

•

}

r

v|u“v

T

n
R

u

N

�

R6~

T

R6P�P
p

T

R>~

¹

S

ÁJ¾

�

È:È�Ç>¿

S

}6}

L

Á�ÁoÂ(Ë#Á

� �

L

À˜ÁoÃ�ÁfÄ �

L

�

L

�

p/n

r

~

ƒ

v

n
R�S

„™L „™L

Å

t
p

u

ƒ

u

•

S �

L

�

P
p

R6V

v

P

T

R�S

�

L

�Œu

k

T

p

u

V�S(Z]\�g

y

_�•©•�8
g

`

y

\
_

�
d

b

g�"

\��
d 8

g�"
`{x

a&y

e;d 8

a–Ž

w
8c`{x

\

i

\
d

\ "
²°e

g

i

e
�2�

d

bzy

e;`

b

\�g1S

�sƒ

X,V

L

�

P

•

L

�

� �

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

�

Ç���Á{Ë

�

É�È�Ç

L

À˜ÁoÃ

�

Ä

�

L

�

S �

L

�Gr

u

R6~6S w
e;`

y

x

b

g�" Z]\�g

i;b

`

b

\�g

a‘b

g

Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy

•©Z]\�g
`

b

g
_,_

^ wM\

i

8cd

b

g�"µ\��

w
e;`�8c•

b

e;d

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L9¯

P

v/v

L

%

�

S

Á(Ç ¾

�

È�È Áo¿

S

u

p

v

T

q

NOP

Á•Ç>Â�Â:È Á

L

À˜ÁoÃ:Ç™Ä

�

L

�

S��

L

�lr

u

R6~6S

Ÿ

�
²

g
e

^

bzy™Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy

•©Z]\�g
`

b

g
_�_

^�w
8c`{x

\

i

�B\
•K`ox 8G¤

b

^
_�dfe;`

b

\�g

\��¡Z
•©²

a

`ze;d{d

b

g
8

w
e;`�8c•

b

e;d

a

S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

¹�%�Ì

S

ÁJ¾

�

È:È

�

¿

S

}6}

L

�

Ç™É™Ë

� �

Á

L

À˜ÁoÃ™É:Ä �

L“¯

T

U
nYp

TF¼ T

VWS

�ML

�

L

�

u;q

ƒ

NQP

q

ƒ

R6P
p

S

�

L

�

L

�Œu

N

T

u

S•Å

L

�

u

¼

u

R
n

S

�

L

�

u

V

ƒ6T

V

ƒ

v³u

S‚Z]\
_

�
d

b

g�"

$
8

g�"
`ox§¤

y

e;d 8

a

�B\
•

w
_�d‹`

bOa&y

e;d 8

Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy

•©Z]\�g
`

b

g
_,_

^
¤

b

^
_,dfe;`

b

\�g

a«Ž£Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy

e;d{d‹²

…cg

i

_

y

8

i

¤9`3•)8

a|a

�

bOa

`j•

b�


_,`

b

\�g

b

g

Si=Si3N4
¨

e
gC\ �

b

´ 8cd

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L™¯

P

v/v

L

%

�

S

Ê

¾

�

È�È Áo¿

S

u

p

v

T

q

NOP

È:Ê

�

Á(È:É

L

Ì���Ì



��������� � 	 � �

���

���

À˜ÁoÃ�ÂEÄ

Å

L

�

u

¼

u

R n S

�ML

�

L

�

u;q

ƒ

NQP

q

ƒ

R>P p S

�

L

�

L

�Œu

N

T

u

S

�

Lš¯

T

U n;p

TF¼ T

V�S

�

L

�

u

V

ƒ6T

V

ƒ

v|u

S

�

L

�

L

�

n X

T

u

U

�$T

V�S�w _,d‹`

bOa&y

e;d 8

acb

^ _�dfe;`

b

\�g \��žg e gC\

a

²

a

` 8 ^

a

S

�

n

•

}

r

v

T

R6~

T

R

�,q

T

P�R

q

P��

�

R

Ë

~

T

R6P�P p

T

R>~6S

�;r

NfX

/

Å

r

~

r

V

v��

È�È�Á

S

}6}

L

Â

�

Ë

� �

L

À˜ÁoÃ

�

Ä

Å

L

�

u

¼

u

R n S

·

L

�

L

�”u

•

}

t

P�NQNzS

�

L

�

L

�Œu

N

T

u

S

�

L

�

n U

T

X

u

N

u

•

S

�

L

� ~

u“v³u

S

„™L

�

ƒ6TO•

n

�

n S

�¥L

�

r

S

�

L

�

u

V

ƒ6T

V

ƒ

v|u

S ¤

y

e;dfe




d 8 ^ _,d‹`

b

•)8

a

\ d‹_,`

b

\�g e;d "�\ •

b

`{x ^

a

�B\ •

y

dfe

a|acbzy

e;d�e g

i ˆ

_6e g `j_ ^

^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

\�� g e gC\

a

²

a

` 8 ^

a

S

T

R

�

u

R6U

t n,n

¼

n“m �

r>•

P p

T

q�u

N•ÅIR

u

NQX�V

T

V�S

�

n N

L

�

S

�,}

P

q

T

u

N

•

n N

r6•

P

$

�

n

•

}

r

v|u�v

T

n R

u

N

q

ƒ

P

•¡T

V

v

p XYS � nYp

v

ƒ�Ë �

n NQN

u

R6UCS

�

È�È�Ç

S

}6}

L

�

Ç �EË

� � �

L

À˜ÁoÃ�ÃEÄ

Å

L

�

u

¼

u

R n S

�

L

�

L

� u

N

T

u

S

�

L

�

u

V

ƒ>T

V

ƒ

v³u

S

·

L

�”u

•

}

t

PWNON3S

�

L

� ~

u�v|u

S

„™L

�

ƒ6TQ•

n

�

n S

�

L

�>u

T

R

T

S ¤

y

e;dfe




d 8

Ÿ

` \�^

bOa

`

bzy

¤

b

^ _,dfe;`

b

\�g

Ÿ

d "�\ •

b

`{x ^

a

�B\ • w e;`�8c•

b

e;d

a

• 8

a

8/e;•

y

x S

��q

T

PWR

Ë

v

T �

q

�

p/n ~ p

u

•¡• T

R6~

¹ �

S

É ¾

�

È�È

�

¿

S

}6}

L

� �

ÇoË

�

Ã:È

L

À˜ÁoÃ:Ê™Ä

�

L

� ~

u“v³u

S

�

LI¯

T

U nYp

T ¼ T

V�S

„™L

�

ƒ6TQ•

n

�

n S–Å

L

�

u

¼

u

R n S

�

L

�

u

V

ƒ>T

V

ƒ

v³u

S

�

L

�

L

�Œu

N

T

u

S

‰

²




•

bji

� g

b

`�8 • 8cd 8 ^ 8 g ` �µ^¸\ d 8

y

_�dfe;• •

i

² g e ^

bzy|a

� 8cd 8

y

`j• \�g

bzy¥i

8 g

acb

`3² •#� _ g

y

`

b

\�g e;d£e �(•

� • \ e

y

x�` \¸^ e;`�8c•

b

e;d

aŒacb

^ _�dfe;`

b

\�g

a

\�g
� e;•/e;d{d 8cd

y

\�^�� _�`�8c•

a

S

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

�

n

•¡•

L

¹�	�%

¾

�

È:È Áo¿

S

}6}

L

Á•É�ÇEË#ÁoÂEÉ

L

À˜ÁoÃ �™Ä

�

L

�

L

�

r

U6UCS

�

L

�

L

�

p$n

r

~

ƒ

v

n R�SsZ]\ e;•

a

8 • " •$e

b

g 8

i

^¸\ d 8

y

_�dfe;•

i

² g e ^

bzy|a

e g

i

`{x 8¥e;` \�•

^

bzy

d

b

^

b

`
\��

�
g

b

` 8 8cd 8
^

8
g

`

a

S

�7ƒ

X�V

L

�

P

•

L

�

��%

S

Á(È ¾•Á�����Ê>¿

S

}6}

L

Â™Ê���ÇEË•Â:Ê��

�

L

À˜Á(Ê�È™Ä

�

L

�

L

�

r

U6U�S

�

L

�

L

�

p/n

r

~

ƒ

v

n
R�S(Z]\�g

y

_�•©•�8
g

`

y

\
_

�
d

b

g�" \��
d 8

g�"
`{x

a&y

e;d 8

ašb

g
¤

\
d

bji

¤9`ze;`�8

¤9²

a

`�8
^

a

S

�sƒ

X�V

L

��v|u�v

L

�

n
N

L

�

Ì�¹

�
¾

�

È:È�È>¿

S

}6}

L

�

ÂPÁ{Ë

�

��Á

L

À˜Á(Ê ÁfÄ

„™L

�

ƒ6TO•

n

�

n
S

�

L

�

L

�Œu

N

T

u

SŸÅ

L

�

u

¼

u

R
n

S

�

L

�

u

V

ƒ>T

V

ƒ

v³u

S $

b

g
8/e;•

•

a&y

e;d

b

g�"

i

8
g

acb

`j²
•

�
_

g

y

`

b

\�g
e;d

•
`{x 8

\
•©²

y

e;d

y

_�dfe;`

b

\�g

a

\��
8cd 8

y

`j•
\�g

bzyŠa

`3•©_

y

`3_�•)8




e

a

8

i

\�g
•)8/e;d

•

a

�
e

y

8
"

•

bji�ažŽ

i

8

acb

";g>¦
e

g
e;d‹²

acbOa

¦
e

g

i a&y

e;dfe


�b

d

b

`3² `�8

a

`
\����

e;•$e;d{d 8cd¡e;d
"�\

•

b

`{x
^

a

S

�

n

•

}

r

v

L

�sƒ

X�V

L

�

n

•¡•

L

¹2� �

¾

�

È�È�Áo¿

S

}6}

L

Ç�È�ÇoË•Ç Á•É

L

�
�

�!6 - 2/)+� & H - "3$�53)+� & 6%� -/����H+�/"3)+����)+�

À˜Á(Ê

�

Ä

�

L

�

r

p

v|u

p$n
N

n
S

�

L

�

PWU6P
p

S �
²

g
e

^

bzy|a

\��
e

gC\�g
x

\�^¸\ "
8

g
8

\
_

a

d‹²

y

\
e;•

a

8
"

•$e

b

g
8

iža

²

a

•

` 8
^ S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L9¯

P

v$v

L

%�%

¾

�

È�È

�

¿

S

u

p

v

T

q

NOP

�

Â�Â�Â:È:É

L

À˜Á(Ê�Ç™Ä

�

L

�

S

�

L �

T

R6~>S

}

p

Tf•

u“v

P

q

n

• •¥r

R

T

q�u“v

T

n
R

L

À˜Á(Ê:É:Ä �

L

�

u

n
S

�

L

�;T

S9wµ\

i

8cd

b

g�" �
•/e

y

`j_�•�8

b

g–g
e

gC\�•‡^
e;` 8c•

b

e;d

a

±

b

e e¡±

b

•©`3_>e;d

b

g
` 8c•

g
e;d




\�g

i

^
8c`{x

\

i

S

�

R6~

T

R>P�P
p

T

R6~

„

p

u“qWv

r

p
P

�

P

q

ƒ

u

R

T

q

V

�

�

S

Á•É	¾

�

È�È�Ç>¿

S

}6}

L

ÁoÃ�Ã�ÃoË@ÁoÃ � Á

L

À˜Á(Ê>ÂEÄ

�

L

�

L

�

u

U

�$T

q

n
R6V

v³u

R

v

T

R
n

r

S

‰

²




•

bji Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy

•©Z]\�g
`

b

g
_,_

^

�

\
•

^
_�dfe;`

b

\�g

a

e
g

i

`ox 8

wµ\
±

b

g�"–Z]\�g
`›e

y

`
•%$

b

g
8

�
•

\




d 8
^ S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�7ƒ

X�V

L

¹ �5�

¾wÁ������>¿

S

}6}

L

�

É>ÂoË

� �

Â

L

À˜Á(Ê

�

Ä

�

L

�

L

�

u

U

�$T

q

n
R6V

v³u

R

v

T

R
n

r

S�Z]\�^


�b

g

b

g�"

Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy

e
g

i

Z]\�g
`

b

g
_�_

^
¤

b

^
_�dfe;`

b

\�g

a

\��

Z]\�g
`ze

y

`
•%$

b

g
8

wµ\
`

b

\�g1S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

�

�;:

S

�

¾•Á�������¿

S

}>}

L

�

ÉSÃ�Â(Ë

�

ÉSÃ™Ê

L

À˜Á(Ê>ÃEÄ �

L

�;T

S

�

L

�

u

n
S

Ÿ a

`j_

i

²
\�� �

•$e

y

`3_�•)8
^

8

y

x>e
g

bOa

^

a¥b

g


�b

\
d

\ "

bzy

e;d
g

e
gC\�•

y

\�^��1\

acb

` 8

a

±

b

e `{x 8§±

b

•c`j_>e;d

b

g
`�8c•

g
e;d




\�g

i

^¸\

i

8cd
S

�

u�v

P
p

T

u

NQV

�,q

T

P�R

q

P �

�

R6~

T

R6P�P
p

T

R6~ Å

	 � �

¾

�

È�È:ÉS¿

S

}6}

L

�

�

Ë#Á(È:Ç

L

À˜Á(Ê�Ê™Ä �

L

Å

L

�

NOP

T

R�S

�

L

�

u

n
S

¤9`j_

i

²
\��ŒZ

•$e

y

�
�

²
g

e
^

bzy|a

¢

acb

g�"
`{x 8

 

b

•©`3_>e;d
…cg

` 8c•
g

e;d��
\�g

i

w
8c`ox

\

i

S

T

R

�

r

N

v

T

V

qBu

NQP

&

P
monYp

•

u“v

T

n
R

u

R>U

„

p

u;qWv

r

p
P

T

R

�

u“v

P
p

T

u

NOV

u

R6U

��v

p

r

qWv

r

p
PWV

Ë

Ì��
	



�����������
	 � �

���

���

·�ƒ

P

�

u

•

PWV

�

L

�

T

q

P

�

È

v

ƒ

ÅlR6R

TQ•

P p V

u

p X

�

n N

r6•

P;S

·

L

Ë �

L

�

ƒ r

u

R6~6S

�

L

�

L

�

r

U>R

T

q

¼ T

P�U>V

L

S

�

N

r>»

P p Å

q�u

U6P

•¡T

q

�sr t

N

T

V

ƒ

P p VWS

&

n;p U p P

q

ƒ

v

S

·�ƒ

P4�lP

v

ƒ

P p N

u

R6U6V�S

�

È�È�È

S

}>}

L

�

Ã:ÂoË

Ç�È��

L

À˜Á(Ê��™Ä

�

L

·

p

T

u

R

v³u

m X�NON

T

U

T

VWS

�

L

�

u

p U6P�R

ƒ

u

~YPWR�S (”g x

b

" x 8c• \ •

i

8c• " •$e

i;b

8 g `

y

\�g `

b

g _�_ ^ `ox 8 \�•

•

b

8

a b

g � •%� gC\�g d

b

g 8/e;• 8cdfe

a

`

bzycb

`3² � � 8c•

b

±�e;`

b

\�g � • \�^ e g

i y

\�^�� e;•

bOa

\�g ` \ `ox 8

y

\ •©•�8

a

•

�1\�g

i;b

g�"

i;bOa&y

•)8c` 8 ^¸\

i

8cd

a

S

�

L

�

N

u

V

v

T

q

T

v

X

	
	

¾•Á�����Ç>¿

S

}6}

L

�

Â �EË

�

��Ç

L

À˜Á���È™Ä �

L

�

L

�°u

~;R6P p S

�

L

�

LK¯

TOr

S«Z]\ _ � d

b

g�" \�� e;` \�^

bOa

`

bzy

e g

i y

\�g `

b

g _,_ ^

acb

^ _�dfe;`

b

\�g

a

_

acb

g�" e




•

bji

"

b

g�"

a&y

e;d 8

i

8

y

\�^��1\

acb

`

b

\�g1S

�

L

�

n

•

}

r

v

L

�7ƒ

X�V

L

¹ : �

¾

�

È�È�Ç>¿

S

}>}

L

�

É��EË

�

Ã™É

L

À˜Á�� ÁfÄ �

L

�

ƒ

u

R6~6S

�

L

Å

L

�

NOP

T

R�S

�

L

�lr

u

R>~6S

�

L

�

u

n S

�

L

&

L

�

r

SŠ¨ _ ^ 8c•

bzy

e;d

acb

^ _�dfe;`

b

\�g

\��

y

\ x 8

acb

± 8 � •/e

y

`j_�•�8




²�`{x 8«±

b

•©`j_6e;d •

b

g ` 8c• g e;d •




\�g

i

^¸\

i

8cd S

�

n

•

}

r

v

P p

�

n U6P�N

T

R6~

T

R

�

R6~

T

R6P�P p

T

R>~

u

R6U

�,q

T

P�R

q

P�V

	

¾

�

È:È

�

¿

S

}6}

L

� �

ÇEË

�

Ã:Ã

L

� $�&'$!(7H+*IH+����� - ��$!*1)+* & H+� �!*3��� 63)

À˜Á��

�

Ä

�ML

�

nYp
R6P

p

v

S

�

L

�

n
R

v

P

�”u

V

v³u��

P�U

u

S
¤ 8

y

\�g

i

•/\
•

i

8c• 8

a

`

b

^
e;` 8

a

\��
`ox 8

a

8cd
�©•

y

\�g

acbOa

` 8
g

`

`j²
�

8
�B\

•ž±

bOa&y

\ �
dfe

a

`

bzy

�1\
d‹²

y

•©²

a

`ze;d

a

S

�

p$n

q

L

�

L

�

n

q

L(¯

n
R6U

L

Å

� �5�

¾•Á�����Ê>¿

S

}6}

L

Ç�È�Ç�ÂoË

Ç�È:É>Â

L

À˜Á���Ç™Ä

„™L£„

PcXYP�N3S

�

L

Ë

¯7L

�

ƒ

u

t
n

q

ƒ

P;S

F E 2 ^
_�d‹`

bOa&y

e;d 8¸e
�2�

•
\

e

y

x
�B\

•
^¸\

i

8cd{d

b

g�"
`{x 8.8cdfe

a

`
\�•

±

bOa&y

\ �
dfe

a

`

bzy 


8|x>e;±

b

\
_,•

\��
d

\�g�"
�




8c• ¤

b

Z �

�

bCy

\�^��1\

acb

` 8
^

e;` 8c•

b

e;d

a

S

�

n

•

}

r

v

L �

P

v

ƒ

L

T

R/Å

}6}

N

L �

P

q

ƒ

L

�

R6~YR>~

L

¹ % 	

¾

�

È:È�È>¿

S

}6}

L

É�ÁoÃ(Ë†ÉSÂ�Â

L

À˜Á��:É:Ä

�

L

�

L

�

n

ƒ

RCS

·

L

&

L™¯

T

v/v

NOP;S
¤

\�^
8

^¸\

i

8cd
�

•
\




d 8
^

a

\����1\
d‹²

y

•©²

a

`›e;d
�

dfe

a

`

bzycb

`3² �

b

`ox

i

8��

ycb

8
g

`




e

acbzy«y

•©²

a

`ze;d

a

S

��º

Å

�

�

L

Å

}6}

N

L �

u“v

ƒ

�;:

S

Á�¾wÁ����:Ê>¿

S

}>}

L

ÁoÃ

�

Ë@Á��>Ã

L

À˜Á��>ÂEÄ �

L

�

n

r#�

R6P

v

V
n

•

u

S

�ML

�

L

&

L

�

P�P
p

VWS

�

L

Å

L �ML

�

p
P

¼

PWN

•

u

R6VWSsw
_�d‹`

bOa&y

e;d 8

y

\�g

a

`

b

`3_�`

b

± 8

^¸\

i

8cd{d

b

g�" \��
x 8c`�8c•

\ "
8

g
8

\
_

a

^
e;` 8c•

b

e;d

a

�

b

`{x e
"

•$e

i;b

8
g

`
•

8
g

x>e
g

y

8

i°y

\�^��
_�`ze;`

b

\�g
e;d

x
\�^¸\ "

8
g

b��

e;`

b

\�g

a&y

x 8
^

8
S

º

R

v

L

�

L

�

r6•

L

�

R6~

L

�5�

S

Ê ¾

�

È�È

�

¿

S

}6}

L

Á

�

Ç�ÂoË#Á

� �

È

L

À˜Á��

�

Ä �

L‚¯

u

U>P

•

P

�

P“SaÅ

L

�
n

r

XYSG¢£g
8

a

`3•$e;`‡†
"

b

8

i

8

y

e;d

y

_�d
^

_,d‹`

b

†

y

x 8cd{d 8¥e;± 8

y

x
\�^¸\ "

†
g

†

bOa

e
•

`

b

\�g
8

g
8

a

�
e

y

8 8c` 8
g

` 8
^��

a

S

�

L

�

L

Å

qBu

U

L

�,q

T

L

�

u

p

T

V�S

�

¶

q�u

R

TF¹ r

P“S

	
	 �

¾

�

È�È

�

¿

S

}6}

L

�

Ê�ÇoË

�

Ê��

L

À˜Á��>ÃEÄ

�

L �

n�nYp

v

ƒ

XYS

�

L

� ƒ

n
V

ƒ

S

ŸGi

e
�

`

b

±

b

`j² e
g

i y

\�g
± 8c•

"
8

g

y

8

b

g
`{x 8

 (\
•

\�gC\

bŠy

8cd{d �
g

b

`�8

8cd 8
^

8
g

`
^¸\

i

8cd
�B\

•�e
g

e;d‹²

��b

g�"
x 8c`�8c•

\ "
8

g
8

\
_

a

^
e;`�8c•

b

e;d

a

S

�

n

•

}

L �

P

v

ƒ

L

Å

}6}

N

L �

P

q

ƒ

L

�

R6~YR6~

L

¹�%��

¾

�

È�È:È>¿

S

}>}

L

Ç>ÃoË•Ã™É

L

À˜Á���Ê™Ä �

L

�

n
R

v

P

�”u

V

v³u��

P�U

u

S(·
´ e

y

`

a

8

y

\�g

i

•/\
•

i

8c• 8

a

`

b

^
e;`�8

a

�B\
•I`{x 8 887 8

y

`

b

± 8
^

8

y

x>e
g

bzy

e;d

�
•

\ �
8c•©`

b

8

a

\��KgC\�g
d

b

g
8/e;•

y

\�^��1\

acb

` 8
^

e;`�8c•

b

e;d

a

S

�

L��

P

q

ƒ

L

�sƒ

X�V

L

�

n
N

T

U6V

� �

S

�

¾wÁ����

�

¿

S

}6}

L

Ê

�

ÃoË•Ê

���

L

À˜Á����™Ä �

L

�

n
R

v

P

�”u

V

v³u��

P�U

u

S

�

L

�

r�¹ r

P

v

S™¨ž\�g
d

b

g
8/e;•

y

\�^��1\

acb

`�8

a

S$Å�U

•

u

R

q

P�V

T

R Å

}>}

N

T

P�U

�

P

q

ƒ

u

R

T

q

V

	��

¾wÁ�� ��Ê>¿

S

}6}

L

ÁoÃ�Á�Ë•Ç�È

�

L

À

�

È�È™Ä �

L

�

n
R

v

P

�”u

V

v|u��

PWU

u

S

�

L

�

L

�

T

NON

T

V�S  
e;•

b

e;`

b

\�g
e;d

a

8

y

\�g

i

•/\
•

i

8c• 8

a

`

b

^
e;`�8

a

�B\
•

gC\�g1•

d

b

g
8/e;•

y

\�^��1\

acb

` 8

a

S

�

p/n

q

L

�

L

�

n

q

L9¯

n
R6U

L

Å

� ���

¾•Á�������¿

S

}>}

L

ÁoÃ ���oË#Á(Ê Á:Á

L

Ì����



��������� � 	 � �

���

���

�

H - "3$�5%)+� 53)+� � $!*3� -/��$!*3� 53)

�

2/)+)+* �
�
� � ��) �4"%�!03� - 2/)�� 


À

�

È ÁfÄ

�

L

�lu

n S

�

L

�

P p R

u

R6U>P

�

S

�

L

�

L

�

TO•¡•

n R6V�S

·

L

Å

L

�

u

p

v

ƒ

u

V

u

p

u“v

ƒ

XYS

�

L

�

n�n U

»

u

p U�S

* •)8�8 g �

a

� _ g

y

`

b

\�g




\ _ g

i

e;•c²

y

\�g

i;b

`

b

\�g

a]b

g ` � \�•

i;b

^ 8 g

acb

\�g e;d�e g

i

`ox�•)8�8 •

i;b

^ 8 g

acb

\�g e;d

e;` \�^

bOa

`

bzyŠacb

^ _�dfe;`

b

\�g

a

\��

i;bOa

d \

y

e;`

b

\�g

a

S

�sƒ6T

N

L �

u

~

L

Å

�<�

S

Á�¾wÁ�����Ê>¿

S

}6}

L

�

Ç�Á{Ë

�

Â

�

L

À

�

È

�

Ä

�

L

�lu

n S

·

L

Å

L

�

u

p

v

ƒ

u

V

u

p

u“v

ƒ

XYS

�

L

�

n,n U

»

u

p UCS

Ÿ

` \�^

bOa

`

bzylacb

^ _,dfe;`

b

\�gM\��

y

• \

a|a

•

a

d

b

�

� • \

y

8

a|a

8

aŒb

g¬^¸\

i

8cd �

y|yIa

`3•©_

y

`3_�•)8

a

S

�sƒ6T

N

L4�

u

~

L

Å

�

:

S

Â/¾wÁ���� �>¿

S

}>}

L

Á�Á

�

Ã(Ë#Á�Á��

�

L

À

�

È�Ç™Ä

�

L

�lu

n S

�

L

�

n�n U

»

u

p U�S

Ÿ

` \�^

bOa

`

bzyžacb

^ _,dfe;`

b

\�g \��

(a=2)h111i a&y

•)8 �

i;bOa

d \

y

e;`

b

\�g

a

b

g


cy|y

wM\ _

acb

g�" e ^¸\

i;b

� 8

i

" 8 g 8c•$e;d

b��

8

i

�

a

8c_

i

\ �1\ ` 8 g `

b

e;d7`{x 8 \ •©² �1\ ` 8 g `

b

e;d S

�sƒ6T

N

L

�

u

~

L

Å

%£¹

S

Â/¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

Á•Ç ÁoÃoË@Á(Ç

�

Ã

L

À

�

È:É:Ä �

L

�

L

�

T

R

q

N

u

T

p S

�

L

�

L

�

P

ƒ

NOPWR�S

�

L

�

L

�

n

u

~YN

u

R6U�S

�

L

�

L

�lT

p

v

ƒ

S

�

d 8$´

b�


d 8




\ _ g

i

e;•©²

y

\�g1•

i;b

`

b

\�g

a

e g

i

gC\�g d

b

g 8/e;• " 8 \�^ 8c`j•

bzy

887 8

y

`

aGb

g e;` \�^

bzyIi;bOa

d \

y

e;`

b

\�g ^¸\

i

8cd

b

g�";S

�

L

Å

}6}

N

L

�sƒ

X,V

L

�9:

S

Ã/¾wÁ��>Ã:Ê>¿

S

}6}

L

Ç�Ê ��ÈEË•Ç:Ê��>Ã

L

À

�

È>ÂEÄ

�

L

�

n,n U

»

u

p U�S

�

L

º

L

�lu

n S
Å

t Ë›T

R

T

v

T

n

acb

^ _�dfe;`

b

\�g \��

bOa

\ dfe;` 8

i¡a&y

•)8 �

i;bOa

d \

y

e;`

b

\�g

aŒb

g


cy|y

wµ\ e g

i

� e S

�7ƒ>T

N

L �

u

~

L

Å

%�¹

S

Â ¾

�

È�È�Áo¿

S

}6}

L

Á(Ç�È�ÂoË#Á(Ç�Á

�

L

�

6�2 ��) � �!��� 63� 5%)�� 24�!� -/6�24)+��$!6 5

�

��*%� - ��� ����� ->H+��& H+� ��*%��� 63)+� �	0 � 2

&'$�5��+��) � - $�&'��� - ��� 6%) $!6 5%) � $!* - ��* 6%6 & 


À

�

È

�

Ä}·

L

�

P�NfX

v

V

q

ƒ ¼

n
S

�

L

�

L��

T

u

n
S

�

L

�

L

�,q

ƒ

u“v

�

S

�

L

�

L

�

r

n

¸

S

Ÿ

`
\�^

bOa

`

bzy acb

^
_�dfe;`

b

\�g

a

\��

g
e

gC\
`j_




8
�

•$e

y

`j_,•)8
S

�sƒ

X�V

�

P

• �

���

S

�

Â/¾

�

È�È

�

¿

S

u

p

v

T

q

NQP

�

Ç>ÂEÉ>Ç�È

L

À

�

È>ÃEÄ2&

L�¯

PW~

r6T

NON
n

R�S
¤9`j•)8

g�"
`ox

\
• `

\
_

"
x

g
8

a|a��lŸ y

•

b

` 8c•

b

\�g �B\
•

y

•$e

y

�
\�g

a

8c`Ge;`le
gC\

`

y

x
S

�sr

p

L

�

L �

P

q

ƒ

Å

/

�

n
N

T

U6V

Ì£¹

¾

�

È�È

�

¿

S

}6}

L

�

Á{Ë•Ã

�

L

À

�

È�Ê™Ä

�ML �

u

p
U6P

p
S�wM\

d 8

y

_�dfe;•

i

²
g

e
^

bzy|a

\��

y

•/e

y

�

a

S

�

n

•

}

r

v

T

R>~

T

R

�,q

T

P�R

q

P��

�

R6~

T

R6PWP

Ë

p

T

R6~6S

�

P

}>v

P

•
t

p
P

/

�

qcv

n
t

p
P

Á������

S

}6}

L

É>ÊEË•Â�Â

L

À

�

È��™Ä

�

L

�

r�¼ r6•

u

p
S �

L �

n
	
V�S

�

L��

n;p

u

R�S

·

L

�

PWNQX

v

V

q

ƒ�¼

n
SI·

´Y` 8
g

i

8

i �sb

g

b

`�8
·

d 8
^

8
g

`

w
8c`ox

\

i

�B\
•

�
x�•)8�8

•%�

b

^
8

g

acb

\�g
e;d

Z
•$e

y

�
wµ\

i

8cd

b

g�";S

º

R

v

L

�

L

�

r6•

L4�

P

v

ƒ

L

�

R6~YR6~

� %

S

Á�Á�¾

�

È�È�È>¿

S

}6}

L

ÁoÂ™É��oË#ÁoÂ�Ã™È

L

À

�

Á(È™Ä

¯sL

·

p

r

V

¼ T

R
n

•

V

¼

XYS

�

•/e

y

`j_�•�8 e

a

e
�

x>e

a

8¬`j•$e
g

a

�B\
•

^
e;`

b

\�g1S

T

R

�

n
R

v

P

•

}

nYp

u

p
X

p
P

Ë

V/P

u

p

q

ƒµT

R

•

P

q

ƒ

u

R

T

q

V

u

R6U

•

u“v

ƒ

P

•

u“v

T

q

V
n;m

•

u“v

P
p

T

u

NQV�S

�

p

T

q

¼

V$P�R�— V

�

X

•

}

n
V

TQr6•

S

�

L

�

u“v

p

u

S

�ML

�

P

u�v/v

XYS1PWU6V

L

S

�Žº

�

�

�

S

�

u

p

q

PWN
n

R

u

S

Á����

�

S

}6}

L

Ç

���

Ë•Ç:Ç

�

L

À

�

Á�ÁfÄ �

L

� u

R6~6S

�

L�¯

T

S

�

L

�ŠT

}

S>w
8

y

x>e
g

bzy

e;d

b

g

a

`ze


�b

d

b

`

b

8

a

\��
x

\�^¸\ "
8

g
8

\
_

aIy

•c²

a

`ze;d

a

S

�sƒ

X�V

L

�

P

•

L

�

��Ì

S

ÁoÃ/¾•Á����>Â�¿

S

}6}

L

Á

� ���

ÃoË@Á

� �

Ç�Â

L

À

�

Á

�

Ä �

L

� u

R6~>S

�

L£¯

T

S

�

L

� T

}

S

&

L

�

n
N

m
S

�

L

�sƒ6T

NQN

}

n

v

SG¢£g

b

�
²

b

g�"
` �

\

y

•

b

` 8c•

b

e
\��

�
\

•
g

Ž

8cdfe

a

`

bzy b

g

a

`›e


�b

d

b

`j² e
g

i

^
8cd‹`

b

g�"§\��
x

\�^¸\ "
8

g
8

\
_

a«y

•©²

a

`›e;d

a

S

�sƒ

X,V

T

q�u

Å

Ì5� �

¾wÁ����>Ã�¿

S

}6}

L

Ç �

�

Ë†É�È�Ç

L

�

�‡F!) 24�

À

�

Á(Ç™Ä �

L

ÅIN

t

P
p

v

T

S

�

L �

u

R

v

P�~

u

� �

u

S

Ÿ

¨ \
`�8

\�g
`{x 8

�
x 8

\
•c²

\��
¤ �

 

�

_
g

y

`

b

\�g

a

S

�

n
NONQP

v$v

T

R
n

"

L �ML

º

L

�

P

�

L

�
�

¾wÁ�����Ã�¿

S

}>}

L

Ç>Ã�Â(Ë•Ç�Ê

�

L

Ì����



�����������
	 � �

���

���

À

�

Á•É:Ä �

L

�

u

N3S

�

L �

u

U

u

X;S

Ÿ

� � e;•$e;•)8/e;d

�

`

b

^ 8

i;bOa&y

•)8c`

b��

e;`

b

\�g��B\ • gC\�g1• d

b

g 8/e;• ���Š· �

a

�

b

`ox

e �2� d

bzy

e;`

b

\�g ` \ `ox 8 � •

bzycb

g�"¡\�� e g

Ÿ

^ 8c•

bzy

e g�� _,` S

�

�

nYp

¼

V

ƒ

n

}

n R¸U n

•

u

T

R U6P

q

n

•

}

n

Ë

V

T

v

T

n R �

}

p/n

q

PWP�U

T

R6~YV�S �

�

p

T

q

ƒ

S

¯

�

���

�

�

P p

T

P�VWS

�,}

p

T

R6~YP p

�

P p N

u

~6S

�

È�È Á

L

À

�

ÁoÂEÄ

�

L

�

L

�

u

p U6R>P p S

�

L

�lu

U

T

R�S

� x 8

b

g � g

b

` 8 • ± \ d‹_ ^ 8 " • \ _ g

iGa

`ze;`�8 \�� `{x 8 $ 8 g1g e;•

i

•'&1\�g 8

a

�1\ ` 8 g `

b

e;d S

�

L

� v|u“v

L

�sƒ

X�V

L

Ì �

S

�

¾wÁ��>Ã �>¿

S

}6}

L

Ã�Á��oËwÃ

�

É

L

À

�

Á

�

Ä

�

L(¯

T

S

Ÿ

^ 8

a

x–`j•$e g

a

�B\ • ^ e;`

b

\�gh^ 8c`{x \

i

�B\ •

y

\�^�� _�`

b

g�"�^

bzy

• \

a

`j•c_

y

`j_,•)8

a

S �

r6•

P p

L

�

u“v

ƒ

L

%;:

¾

�

È�È Áo¿

S

}6}

L

ÂPÁ�Á{ËwÂ™Ç�Ç

L

À

�

ÁoÃEÄ �

L

Ë

¯sLY¯

T

n R6V�S

�

L �

u

U

u

XYS

�

L

·[r

p

T

R

T

q

T

S@• †

a

\ d‹_�`

b

\�g

i

� ·�� � � e;•K_ g

a&y

x1† ^ e 8 g `�8 ^��

a

� � e;•$e;•³†�8cd

�

S

�

L

�

L

Å

q�u

U

L

�,q

T

L

�

u

p

T

VWS

�

¶

p

T

P

º

S

	
	�Ì

S

Ã	¾

�

È�È Á(¿

S

}>}

L

� �

Á{Ë

� �

Ê

L

À

�

Á(Ê™Ä

�

L

�

L

�

u

R

�

N

T

P

v

S

�

LC¯

T

S

·

L

�

ƒ r

S

�

L

�ŠT

}

S

�

L

�

r

p P�V

ƒ

S 	 _>e g `

b

� ²

b

g�" `{x 8 8/e;•©d‹²

a

`›e " 8

a

\���� dfe

a

`

bzycb

`3² `{x�• \ _ " x g e gC\

a&y

e;d 8 8$´ � 8c•

b

^ 8 g `

a

e g

i acb

^ _�dfe;`

b

\�g

a

S

�7ƒ

X�V

L

�

P

•

L

�

�

�

¾

�

È�È�Ç>¿

S

u

p

v

T

q

NOP

Á•È:É�Á(È>Â

L

Ì����


