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PART I: Discovering Sum 
Identities
 

A Bonus Problem in "Concrete Mathematics"
Chapter 6. Special Numbers, Bonus Problem 69:
Find a closed form for

â
k=1

n

k2 Hk+n

where Hn : = Úk=1
n 1����k .   

Knuth’s answer to the problem is
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- 1�����36 n H-1 + 9 n + 10 n2L + 1���3 n H 1���2 + nL H1 + nL H-Hn + 2 H2 nL
�  
with the remark

"It would be nice to automate the derivation of formulas such as this".

�  

<< Sigma‘

Sigma - A summation package by Carsten
Schneider ~ ©RISC Linz ~ V 1.01  Β H12 � 06 � 02L

mySum = SigmaSum@k^2 SigmaHNumber@n + kD, 8k, 1, n<D
â.

k=1

n

k2 Hk+n

SigmaReduce@mySumD
1

�������
36

H-n H1 + nL H-1 + 10 nL -

6 n H1 + nL H1 + 2 nL Hn + 12 n H1 + nL H1 + 2 nL H2 nL
�  
All objects are nested sums and products

â.

k=1

n

k2 Hk+n �� GetFullDefinition

â.

k=1

n

k2
ikjjjjjHn + â.

Ο1 =1

k
1

��������������
n + Ο1

y{zzzzz
GetDefinitionAJ n

k
N.

, kE
ä.

Ο1 =1

k J 1 + n - Ο1����������������������
Ο1

N
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 Two worlds: 
             

ring  of  sequences ºÕ � �¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾
automatic translation

PS - fields 
 
 The  user is despensed  from difference field theory  (C.S.)                            

Solving first order linear difference equations in PS−fields (Karr,1981)
¯

Simplified version (C.S.)

Calkin’s Identity
PROBLEM: Find a closed form for

â
k=0

n

 
ikjjjjjâ
j=0

k

 J n
j

Ny{zzzzz
3

ô Case 1:

mySum = â.

k=0

a
 
ikjjjjjâ.

j=0

k

 J n
j

N.y{zzzzz1;

res = SigmaReduce@mySumD
1
����
2

ikjjjjjH-a + nL J n
a

N.

+ H2 + 2 a - nL â.

Ι1 =0

a

 J n
Ι1

N. y{zzzzz
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res = res �. 8a -> n<
1
����
2

H2 + nL â.

Ι1 =0

n

 J n
Ι1

N.

res �. 9â.

Ι1=0

n

 J n
Ι1

N.

-> 2n =
1
����
2

H2 + nL 2n 

ô Case 2:

mySum = â.

k=0

a
 
ikjjjjjâ.

j=0

k

 J n
j

N.y{zzzzz2 ;

SigmaReduce@mySumD
â.

Ι1 =0

a

 
ikjjjjjâ.

Ι2 =0

Ι1

 J n
Ι2

N. y{zzzzz
2

�  

Generalized summation algorithm (C.S.):

Simplify nested multisums by appropriate sum extensions

res = SigmaReduce@mySum, SimplifyByExt -> DepthD
1
����
2

ikjjjjjj-2 Ha - nL J n
a

N. â.

Ι1 =0

a

 J n
Ι1

N.

+

H2 + 2 a - nL ikjjjjjâ.

Ι1 =0

a

 J n
Ι1

N. y{zzzzz
2

- n â.

Ι1 =0

a

 JJ n
Ι1

N. N2y{zzzzzz
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res = res �. 8a -> n<
1
����
2

ikjjjjjjH2 + nL ikjjjjjâ.

Ι1 =0

n

 J n
Ι1

N. y{zzzzz
2

- n â.

Ι1 =0

n

 JJ n
Ι1

N. N2y{zzzzzz
res �. 9â.

Ι1=0

n

 J n
Ι1

N.

-> 2n , â.

Ι1=0

n

 JJ n
Ι1

N.N2

-> J 2 n
n

N.=
1
����
2

J-n J 2 n
n

N.

+ H2 + nL H2n L2N
          

ô Case 3: (Calkin’s Identity)

mySum = â.

k=0

n
 
ikjjjjjâ.

j=0

k

 J n
j

N.y{zzzzz
3

;

 

è Finding a recurrence
rec = GenerateRecurrence@mySum, RecOrder -> 2D
Order : 2

Solution !94 H1 + 2 nL SUM@nD + H12 + 7 nL SUM@1 + nD +

H-1 - nL SUM@2 + nD == -2 H-10 + 9 nL ikjjjjjâ.

Ι1 =0

n

 J n
Ι1

N. y{zzzzz
3=

 ·  Z’s creative telescoping trick can be applied in PS−fields (C.S.)

®  Recurrences for nested multisums can be computed
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rec = rec �. 9â.

Ι1=0

n

 J n
Ι1

N.

-> 2n =
84 H1 + 2 nL SUM@nD + H12 + 7 nL SUM@1 + nD +H-1 - nL SUM@2 + nD == -2 H-10 + 9 nL H2n L3<

è Solving the recurrence
recSol =

SolveRecurrenceArec@@1DD, SUM@nD, Tower -> 9J 2 n
n

N.=E
990, n J 2 n

n
N.

2n =, 91,
1
����
2

H2 + nL H2n L3==
�

· Solving of linear difference equations in PS−fields (C.S.)

                                         first order ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾ arbitraryorder
                                                 
 ® Recurrences can be solved in terms of nested multisums

è Finding the linear combination
FindLinearCombination@recSol, mySum, 2D
-

3
����
4

n J 2 n
n

N.

2n  +
1
����
2

H2 + nL H2n L3

We obtain for all n³0:

â
k=0

n

 
ikjjjjjâ
j=0

k

 J n
j

Ny{zzzzz
3

= -
3
����
4
n J 2 n

n
N 2n +

1
����
2

H2 + nL H2nL3

Krattenthaler − Example
PROBLEM: Find a closed form for

SigmaPresentation.nb 6



â
k=1

n

-
Hk H3 + k + nL! H-1Lk H-1Ln
����������������������������������������������������������������H1 + kL! H2 + kL! H-k + nL!

+

n! Úk=1
n - H3+k+nL! H-1Lk H1-H2+nL H-1LnL�������������������������������������������������������

k H1+kL!2 H-k+nL!������������������������������������������������������������������������������H3 + nL!

(The number of rhombus tilings of a symmetric hexagon,Fulmek&Krattenthaler)

ô Sum 1

mySum1 = â.

k=1

n

-
Hk H3 + k + nL !. H-1Lk  H-1Ln 

�������������������������������������������������������������������������H1 + kL !. H2 + kL !. H-k + nL !.

;

è Finding a recurrence
rec1 = GenerateRecurrence@mySum1, RecOrder -> 3D
Order : 3

Solution !8n H1 + nL H2 + nL2 H3 + nL H4 + nL2 H9 + 2 nL H-1 + nL !. SUM@nD -
n H1 + nL H2 + nL H3 + nL H4 + nL H9 + 2 nLH13 + 8 n + n2L H-1 + nL !. SUM@1 + nD -
n H1 + nL H2 + nL H3 + nL H4 + nL H5 + 2 nL H6 + 6 n + n2LH-1 + nL !. SUM@2 + nD + n H1 + nL H2 + nL H3 + nL2H4 + nL H5 + nL H5 + 2 nL H-1 + nL !. SUM@3 + nD ==

-2 H5 + 2 nL H7 + 2 nL H9 + 2 nL H4 + nL !. H-1Ln <
è Solving the recurrence

SolveRecurrence@rec1@@1DD, SUM@nDD880, 1<, 80, H2 + nL H-1Ln <<
�  
Solving the recurrence with sum extensions
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recSol = SolveRecurrence@
rec1@@1DD, SUM@nD, NestedSumExt -> Infinity,
AlgebraicRelationInSumSolutions -> TrueD980, 1<, 80, H2 + nL H-1Ln <,

90, -â.

Ι1 =0

n H3 + 2 Ι1L H-1LΙ1  â.

Ι2 =1

Ι1 H-1LΙ2 
��������������������������
Ι2 H2 + Ι2L =,

91, 2 â.

Ι1 =0

n H3 + 2 Ι1L H-1LΙ1  â.

Ι2 =1

Ι1 1 + Ι2��������������������������
Ι2 H2 + Ι2L ==

FindLinearCombination@recSol, mySum1, 3D
2 â.

Ι1 =0

n H3 + 2 Ι1L H-1LΙ1  â.

Ι2 =1

Ι1 1 + Ι2��������������������������
Ι2 H2 + Ι2L -

2 â.

Ι1 =0

n H3 + 2 Ι1L H-1LΙ1  â.

Ι2 =1

Ι1 H-1LΙ2 
��������������������������
Ι2 H2 + Ι2L

�
Elimination of algebraic relations

SolveRecurrence@rec1@@1DD,
SUM@nD, NestedSumExt -> InfinityD980, 1<, 80, H2 + nL H-1Ln <,

90,

n - 2 H1 + nL Ú.

Ι1 =1

n
1+Ι1�����������������Ι1 H2+Ι1 L

���������������������������������������������������������
2 H1 + nL =, 91,

H3 + 3 n + n2L H-1Ln  + 2 H1 + nL H2 + nL2 H-1Ln  Ú.

Ι1 =1

n
1+Ι1�����������������Ι1 H2+Ι1 L

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������H1 + nL H2 + nL ==
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SigmaReduceAâ.

Ι1=1

n 1 + Ι1
��������������������������
Ι1 H2 + Ι1L ,

SimpleSumRepresentation -> TrueE
-n H5 + 3 nL + 4 H1 + nL H2 + nL Ú.

Ι1 =1

n
1�����Ι1

��������������������������������������������������������������������������������������
4 H1 + nL H2 + nL

�
Solving the recurrence with Harmonic numbers

recSol1 =
SolveRecurrence@rec1@@1DD, SUM@nD, Tower -> 8Hn<D980, 1<, 90,

-n H9 + 5 nL + 4 H1 + nL H2 + nL Hn����������������������������������������������������������������������������H1 + nL H2 + nL =,80, H2 + nL H-1Ln <,91,
H-n H32 + 33 n + 9 n2L + 8 H1 + nL H2 + nL2 HnL H-1Ln 
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

4 H1 + nL H2 + nL ==
è Finding the linear combination

solution1 = FindLinearCombination@recSol1, mySum1, 3D ��
SigmaSimplify

1
����������������������������������H1 + nL H2 + nL  H-5 - 3 n - 2 H1 + nL H2 + nL Hn +H5 + 2 n - 2 n2 - n3 + 2 H1 + nL H2 + nL2 HnL H-1Ln L

ô Sum 2

mySum2 = â.

k=1

n

-
H3 + k + nL !. H-1Lk  H1 - H2 + nL H-1Ln L
�������������������������������������������������������������������������������������������

k HH1 + kL !.L2 H-k + nL !.

;

SigmaPresentation.nb 9



è Finding a recurrence
rec2 = GenerateRecurrence@mySum2, RecOrder -> 2D
Order : 2

Solution !8n H1 + nL H3 + nL H4 + nL H7 + 2 nL H-1 + nL !.H1 + H3 + nL H-1Ln L H-1 + H4 + nL H-1Ln L SUM@nD -
6 n H1 + nL H3 + nL2 H-1 + nL !. H-1 + H2 + nL H-1Ln LH-1 + H4 + nL H-1Ln L SUM@1 + nD - n H1 + nL H-1 + nL !.H-H2 + nL H3 + nL H5 + 2 nL - H2 + nL H3 + nL H5 + 2 nL H-1Ln  +H2 + nL2 H3 + nL2 H5 + 2 nL HH-1Ln L2L SUM@2 + nD ==

2 H4 + nL !. HH5 + 2 nL H7 + 2 nL - H3 + nL H5 + 2 nL H7 + 2 nLH-1Ln  - H5 + 2 nL H7 + 2 nL H10 + 6 n + n2L HH-1Ln L2 +H2 + nL H3 + nL H4 + nL H5 + 2 nL H7 + 2 nL HH-1Ln L3L<
rec2 = rec2@@1DD �. 8HH-1Ln L3 -> H-1Ln , HH-1Ln L2 -> 1<
n H1 + nL H3 + nL H4 + nL H7 + 2 nL H-1 + nL !.H1 + H3 + nL H-1Ln L H-1 + H4 + nL H-1Ln L SUM@nD -

6 n H1 + nL H3 + nL2 H-1 + nL !. H-1 + H2 + nL H-1Ln LH-1 + H4 + nL H-1Ln L SUM@1 + nD - n H1 + nL H-1 + nL !.H-H2 + nL H3 + nL H5 + 2 nL + H2 + nL2 H3 + nL2 H5 + 2 nL -H2 + nL H3 + nL H5 + 2 nL H-1Ln L SUM@2 + nD == 2 H4 + nL !.HH5 + 2 nL H7 + 2 nL - H5 + 2 nL H7 + 2 nL H10 + 6 n + n2L -H3 + nL H5 + 2 nL H7 + 2 nL H-1Ln  +H2 + nL H3 + nL H4 + nL H5 + 2 nL H7 + 2 nL H-1Ln L
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è Solving the recurrence
SolveRecurrence@rec2, SUM@nD,
NestedSumExt -> Infinity, WithMinusPower -> TrueD980, -n H2 + nL H4 + nL + H9 + 28 n + 23 n2 + 8 n3 + n4L H-1Ln <,80, -H2 + nL H-941 + 108 n + 27 n2L +H-698 + 756 n + 621 n2 + 216 n3 + 27 n4L H-1Ln <,91,

1
����
3

ikjjjjj-H1 + 3 n + n2L H9 + 28 n + 23 n2 + 8 n3 + n4L +

n H2 + nL H4 + nL H1 + 3 n + n2L H-1Ln  +H-2 H1 + nL H2 + nL H3 + nL + 2 H1 + nL H2 + nL2 H3 + nLH-1Ln L â.

Ι1 =0

n
-3 + H2 Ι1 + 3 Ι1

2 + Ι1
3L H-1LΙ1 

�������������������������������������������������������������������
1 + Ι1

y{zzzzz==
è Solving the recurrence with Harmonic numbers

SigmaReduceAâ.

Ι1=0

n -3 + H2 Ι1 + 3 Ι1
2 + Ι1

3L H-1LΙ1 
�������������������������������������������������������������������

1 + Ι1

,

SimpleSumRepresentation -> TrueE
1
����
2

ikjjjjj-1 + H1 + 3 n + n2L H-1Ln  - 6 â.

Ι1 =0

n
1

��������������
1 + Ι1

y{zzzzz
recSol2 = SolveRecurrence@rec2,
SUM@nD, Tower -> 8Hn<, WithMinusPower -> TrueD980, -n H2 + nL H4 + nL + H9 + 28 n + 23 n2 + 8 n3 + n4L H-1Ln <,80, -H2 + nL H-57 + 16 n + 4 n2L +H-21 + 112 n + 92 n2 + 32 n3 + 4 n4L H-1Ln <, 91,

1
�������
76

H-n H650 + 630 n + 143 n2L + 152 H1 + nL H2 + nL H3 + nL Hn +H-195 + 1040 n + 1845 n2 + 916 n3 + 143 n4 -

152 H1 + nL H2 + nL2 H3 + nL HnL H-1Ln L==
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è Finding the linear combination
solution2 = FindLinearCombination@recSol2, mySum2, 2D ��
SigmaSimplify

-H3 + nL H-1 + 3 n + 2 n2L + 2 H1 + nL H2 + nL H3 + nL Hn +HH3 + nL H-1 + 6 n + 7 n2 + 2 n3L - 2 H1 + nL H2 + nL2 H3 + nL HnLH-1Ln 

ô Sum1+Sum2

�  

solution1 + solution2� HHn + 1L Hn + 2L Hn + 3LL ��
SigmaSimplify

-2 + H2 + nL H-1Ln 

For all n³1 we have: 

â
k=1

n

-
Hk H3 + k + nL! H-1Lk H-1Ln
����������������������������������������������������������������H1 + kL! H2 + kL! H-k + nL!

+

n! Úk=1
n - H3+k+nL! H-1Lk H1-H2+nL H-1LnL�������������������������������������������������������

k H1+kL!2 H-k+nL!������������������������������������������������������������������������������H3 + nL!
=H-2L + H2 + nL H-1Ln

�  

Finding Sum Extensions (C.S.):

· Inspired by Abramov/Petkovsek and Hendrik/Singer

                                    sum extensions Ì Liouvillian extensions
                         
                         
 · Generalization to the PS−difference field setting                         
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Ismail, Stanton 
 Tribasic integrals and identities of Rogers−Ramanujan type

â
j=0

n

 
ikjjjjjH-1L 1����2 j H1+jL ikjjjjjä

i=1

j

qn
y{zzzzz J 1

�������
qn

, qN
j

. I1 - q HqjL2My{zzzzz �
HHq2 qn, qLj .

 H1 - qLL =H-1, q2Ln . Hq2 , qLn .

��������������������������������������������������H-q, qLn . Hq, q2Ln .

mySum = â.

j=0

n

i
k
jjjjjjj H-1L 1����2 j H1+jL

  ikjjÛ.

i=1

j
qn y{zz I 1�����

qn 
,qM

j

.

���������������������������������������������������Hq2 qn ,qLj.
y
{
zzzzzzz
j.

I1 - q Hqj L2M
����������������������������������������������������������������������������������������������

1 - q
;

rec = GenerateRecurrence@
mySum, Tower -> 88SigmaPower@q, nD, n<<,
WithMinusPower -> TrueD

Order : 1

Solution !8-H-1 + q2 qn L H1 + Hqn L2L SUM@nD +H-1 - q qn  + q Hqn L2 + q2 Hqn L3L SUM@1 + nD == 0<
A Simple Example

Find a closed form for

â
k=1

n

 Hk J n
k

N.

mySum = â.

k=1

n

 Hk J n
k

N.;
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rec = GenerateRecurrence@mySumD
Order : 1

Order : 2

Solution !84 H1 + nL SUM@nD -
2 H3 + 2 nL SUM@1 + nD + H2 + nL SUM@2 + nD == 1<

recSol = SolveRecurrence@rec@@1DD,
SUM@nD, Tower -> 82n <, NestedSumExt -> InfinityD980, 2n <, 90, 2n  â.

Ι1 =1

n
1

�������
Ι1

=, 91, -2n  â.

Ι1 =1

n
1

��������������
Ι1 2Ι1 

==
FindLinearCombination@recSol, mySum, 2D
2n  â.

Ι1 =1

n
1

�������
Ι1

- 2n  â.

Ι1 =1

n
1

��������������
Ι1 2Ι1 

�  
GOAL: show 

â
k=1

n

 Hk J n
k

N = Hn 2n + -2n â
k=1

n
1

�����������
k 2k

, n ³ 1

in human readable style. 

�  

           ring  of  sequences ºÕ � �¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾
translation

PS - fields

                           �
                                                               solving linear difference equations     

This translation  needs many notations and is very subtle (poles)

Þ Work just in ºÕ!
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Z’s Creative Telescoping Trick
GIVEN:

SUM@nD : = â
k=1

n

 JHk J n
k

NN̈
f@n, kD

Find: c0@nD, c1@nD,  c2@nDand g@n, kD such that 

g@n, k + 1D - g@n, kD = c0@nD f@n, kD +
c1@nD f@n + 1, kD + c2@nD f@n + 2, kD

for all 1£k£n and all n³1.
Summing this equation over k from 1 to n gives

g@n, n + 1D - g@n, 1D =
c0@nD SUM@nD +
c1@nD HSUM@n + 1D - f@n + 1, n + 1DL +
c2@nD HSUM@n + 2D - f@n + 2, n + 1D - f@n + 2, n + 2DL.

PART II: Proving Sum Identities
 

<< Theorema‘

Theorema provides various facets of proving, solving and simplifying in human 
readable fashion.
 

Needs@"Theorema‘Provers‘UserProvers‘SigmaProver‘"D
Sigma - A summation package by Carsten

Schneider ~ ©RISC Linz ~ V 1.01  Β H12 � 06 � 02L
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The Binomial and Harmonic Numbers

PropositionA"BinomialHarmonic",
"
n
n³1

ikjjjjj â
k=1,¼,n

JHk * J n
k

NN =
ikjjjjj2n *Hn - 2n * â

k=1,¼,n

J 1
��������������
k *2k

Ny{zzzzzy{zzzzzE
Prove@Proposition@"BinomialHarmonic"D, by ® SigmaProverD
Order : 1

Order : 2

Solution !

� ProofObject �

�  

WebPage

LaTeX

PART III: Discovering and Proving
INPUT:

FindClosedFormA â
i=1,¼,n

JHi J n
i

NNE
RESULT:

PropositionA"NEW PROPOSITION",

"
n
n³1

 
ikjjjjj â
i=1,¼,n

JHi J n
i

NN = 2n Hn - 2n â
i=1,¼,n

J 1
����������
i 2i

Ny{zzzzzE
plus proof.
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